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Denn mit c=a ~b ist (c,c) = (a, b) (wegen 14.2.1), also c=0.
Schwieriger ist die Umkehrung:
(14.7) Fir a=0, 6=0, a~b=0 ist (a, b) =0. (Beweis spiter.)
(14.8.1) Wir setzen (a, b)) =(P.a, P.b)+ (P,_.a, Pi_. b). Dann ist
(a, b)’ linear in a und b (wegen 8 .5. 1) und stetig (wegen 11 . 2). Bekannt-
lich gibt es dann einen beschriankten linearen (Hermiteschen) Operator

H mit

(a, b) =(a, Hb) (a, b beliebig). %)

(14.8.2) Fir b=0 ist Hb=0.

Denn ist noch a=0, so hat man (wegen 8.5.2) P,.a=0, P.b=0
usw., also (a, b)) =0 (wegen 14.2), also (a, Hb)=0 fiir alle a =0,
also (wegen 14.2) Hb==0.

(14.8.3) Ist e€ € und (e, a) >0 fiir alle a >0, so ist e=1.

Woihlen wir nidmlich a irgendwie in R, so ist (e, Ha)=/(e, a)) =0;
andererseits ist (14.8.2) Ha=0, also nach Voraussetzung Ha=0.

Also (a, Ha)=0, (a,a) =0, P,a—P, .a=0, a=0. Also Ri_.=(0),
also 1—e =0, w.z. b.w.

(14.9) Fiir e€ € ist (e, 1—e)=0.

Denn zu e gibt es (nach 14.5) ein maximales e’ € € mit (e, e’) =0.
Dann besitzt (e +e’,e”) =0 nur die Lésung e’ =0 (e” € €). Sei a > 0;
nach 7.4.4 gibt es positive a und e” " und es ist

€€ mita=ace
(e+e,a)=(e+e’,ae”)>0 (fir alle a>>0), also (nach 14.8.3) e{e'=1,

e'=1—e, (e,1—e)=0.
(14. 10) Beweis von 14 .7 : Man bilde (laut lO)a:fa de., b:fﬂdfﬁ.

Dann sieht man ohneweiteres, dasz e« ~ fs—=0, also (nach 14.9) (e, f5) =0,
also unter Beriicksichtigung der Linearitit und Stetigkeit des inneren
Produktes: (a, b) =0.

(14.11) B heisze ein teilweise geordneter linearer Raum, der entsteht,
wenn man in einem endlichdimensionalen euklidischen oder im Hilbert-
schen Raum ein vollstindiges Orthogonal-Koordinatensystem einfiihrt und
ein Element dann und nur dann =0 nennt, wenn alle seine Koordinaten
=0 sind. T heisze der teilweise geordnete lineare Raum, der entsteht,
wenn man im Raum der (im Intervall 0= £=1) L-quadratintegrablen
Funktionen ein Element dann und nur dann =0 nennt, wenn es (als
Funktion) in (0 =¢=1)=0 ist (bis auf eine Nullmenge). B und LW
geniigen unseren Axiomen.

(14.12) Ein gemdsz (1),(5.1),(6.3),(9.1) '), (14. 1,2) teilweise geord-
neter endlichdimensionaler euklidischer oder Hilbertscher Raum ist im
Wesentlichen ein B oder T oder direkte Summe von W und einem B.

10b) H hingt natiirlich von e ab.
11) Es wire sehr erfreulich, wenn sich 9. 1. ¢ entbehren liesze; es ist das einzige
Axiom, das etwas kiinstlich wirkt.
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Beweis: (14.12.1) Ein positives Element von € heisze minimal, wenn
zwischen ihm und O kein weiteres Element von € liegt. Man bestimme in &
ein maximales Orthogonalsystem e, e,,..., bestehend aus lauter minimalen
Elementen, und setze e—= 3 e, = \ e,. N. ist dann im Wesentlichen ein

auf die Achsen e, e;, ... bezogener Raum L. Nach 8.4 ist R direkte
Summe von R. und R;_.. Wir schreiben also statt R;—. wieder R, d.h.
wir setzen voraus, dasz R keine minimalen Elemente mehr besitzt. Wir
diirfen ferner (1, 1) =1 normieren.

(14.12.2) Sei e<e’.'?)) Dann gibt es ein e”, e <<e” < e/, |["—e|<e
(¢ beliebig positiv). Wir diirfen zum Beweise e =0 voraussetzen. Wir
setzen €;,—e’ und nehmen an, dasz ein positives ¢/,<le’ mit |&/,|=2""|¢|
bereits bestimmt sei. Dann bestimmen wir ein positives e,+1 <e'» und
nennen e, dasjenige unter den Elementen e,+; und e,—e,+1, dessen
absoluter Betrag am kleinsten ist (evtl. hat man die Wahl zwischen
beiden). Dann ist 0 <e/py1<en<e und |ept1|=1]en|=2"|¢]
womit die Behauptung bewiesen ist.

(14.12.3) Seie<<e’. Dann gibt eseine”, e < e’ <e/,|e”"—e| =1|e’ —e].
Denn man wihle zu jeder Ordinalzahl n ein e, mit e e, <é€’,
le.—e|=+%e’—e|, und zwar folgendermaszen: Ist n nicht Limeszahl,
so soll e,_; < e, gelten (was sich nach 14.12.2 erreichen ldszt). Ist n
Limeszahl, so setze man e, = \</ e (wegen der Separabilitét braucht man

m<n

m in \V nur eine abzdhlbare Menge (m’) durchlaufen zu lassen, und
wegen 9.1.5 hat man e, =lime,, so dasz wegen der Stetigkeit des

m
inneren Produktes immer noch |e, —e|=1}|e’—e]| gilt). Das Verfahren
bricht fiir ein gewisses e’ —e,, ab, und dann hat man (nach 14.12.2)
le” —e|=1%]e’—e]|.

(14.12.4) Nach 14.12.3 bestimme man e, +e, =1, |e;|=1%, und all-
gemein, wenn ex,,.. .k, bereits bestimmt ist, €ky,....k,,0 + €kyveiky, 1 =— €hypu ks
|ex,....k,,0l] =27""1. Man ordne ey,..., die Funktion zu, die iiberall in

(0=¢=1) verschwindet, auszer in (@ =& < a + 27"), wo sie eins ist;
dabei sei a= X k,2 ™. Man sieht leicht, dasz damit die gesuchte
m=1

Identifizierung von R und W entsteht.

12) Alle Elemente, von denen jetzt die Rede ist, gehdren zu €



