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(13. 1) (+) 9) Für jede o. o. b. (U. o. b.) Menge W1 existiert V a (/\ a). 
aEW1 �a�E�~�I�n� 

(13 . 2) Die lineare Abbildung Tffi < El heisze o. b .• wenn sie jede o. b. 
Menge in eine ebensolche überführt. 

(13.3) Die Menge �~� der o. b. T wird wieder ein teilweise geordneter 
Modul. sobald man T =-- 0 dann und nur dann setzt. wenn Ta =- 0 für 
alle a �~� 0 gilt. 

(13.4) Tl '-./ T 2 existiert in �~�.� 

Beim Beweise folgen wir einer Methode von F. RIESZ 10): Wir bilden 
Ta = V (Tl al + T 2 a2) für alle a =- O. wobei V zu erstrecken ist über 
alle Paare al' a2 mit al + a2 = a. an =- O. Ta existiert. denn die Menge 
der Tl al ist o. b. wegen 0 -=:::: al -=== a. ebenso die Menge der T2 a2. also 
auch die der Tl al + T 2 a2' Die Linearität des auf ganz ffi fortgesetzten 
T und die Zugehörigkeit zu �~� sind klar. 

Analog beweist man: 
(13 . 5) In �~� gilt 13. 1-
(13.6) Ist speziell ffi ein vollständiger euklidischer Raum �(�e�n�d�l�i�c�h�d�i�m�e�n�~� 

sional. Hilbertsch oder nichtseparabel) und El der Additionsmodul der 
reellen Zahlen. 50 wird �~�.� der Modul der linearen Funktionale von ffi. 
im Wesentlichen mit ffi identisch. Es ist nun natürlich. zu fordern. dasz 
dann die teilweise Ordnung von ffi fiit der von �~� übereinstimmt. Diese 
Bemerkung legt untenstehendes Axiom 14.2 nahe. 

14. Wir stellen jetzt alle teilweisen Ordnungen der �e�n�d�l�i�c�h�d�i�m�e�n�s�i�o�~� 

nalen euklidischen und des Hilbertschen Raumes auf. 
Wir setzen alle Axiome auszer 5. 1 und 13. 1 voraus. Auszerdem: 
(14.1.1) (+) ffi ist separabel und vollständig lOs). 
(14 . 1 .2) (+) in ffi gibt es ein reelles inneres Produkt (a. b) mit den 

üblichen Eigenschaften und die auf 1 a 12 = (a. a) gegründete Topologie. 
(14.2) (+) (a. b) =- 0 dann und nur dann für alle b =- O. wenn a:::=-- O. 
(14.2.1) Ist a':::=-- O. 50 ist (a. b) =- (a'. b') dann und nur dann für alle 

b:::=-- b'. wenn a =- a'. (Klar.) 
(14 .3) In ffi gilt 5. 1. d. h. die 1 existiert. (Folgt aus 12.) 
(14 . 4) Dann und nur dann ist (für Elemente von @ mit el -=:::: e2) 

1 el I < 1 e2 I. wenn el < e2 ist . 
.. Dann" ist klar. ..Nur dann": Mit e3 = e2 - el ist 1 e2 12 = 1 el 12 + 

+ le3 12 + 2 (el' e3); hier ist (wegen 14.2. 1) (el' e3) =- O. während 1 e312 > 0 
ist; daraus folgt die Behauptung. 

(14.5) In @ gilt 13. 1. (Denn wegen der Separabilität läszt sich 13.1 
auf 6 : 3 zurfickführen. wenn man die gegebene Menge W1 aus @ durch 
eine überall dichte T eilmenge ersetzt). 

(14 . 6) Für a =- O. b =- O. (a. b) = 0 ist a/'-.. b = O. 

9) Dies Axiom wird nur in 13 verwendet. 
10) a. a. O. 2). 
lOa) Die Vollständigkeit ist nicht wesen1lich. 
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Denn mit c = a /"-.. bist (c. c) -= (a. b) (wegen 14.2. J). also c = O. 
Schwieriger ist die Umkehrung: 
(ti. 7) Für a :::::= O. b :::::= O. a/"-.. b = 0 ist (a. b) = O. (Beweis später.) 
(14.8. J) Wir setzen (a . b)' = (Pe a. Pe b) + (Pl - e a. P I - e b). Dann ist 

(a. b)' linear in a und b (wegen 8 . 5 . J) und stetig (wegen 11 . 2). Bekannt~ 
lich gibt es dann einen beschränkten linearen (Hermiteschen) Operator 
H mit 

(a. b)' = (a. Hb) (a. b beliebig). lOb) 

(14 . 8 . 2) Für b :::::= O ist Hb =- O. 
Denn ist noch a :::::= O. 50 hat man (wegen 8.5.2) Pea :::::= O. Pe b:::::= 0 

usw.. also (a. b)' :::::= 0 (wegen 14. 2). also (a. Hb) :::::= 0 für alle a:::::= O. 
also (wegen 14. 2) Hb ::> O. 

(14 . 8 . 3) Ist e E @ und (e. a) > 0 für alle a> O. 50 ist e = 1. 

Wählen wir nämlich a irgendwie in ~te. 50 ist (e. Ha) = (e. a)' = 0; 
andererseits ist (14. 8 . 2) Ha =- O. also nach Voraussetzung Ha = O. 

Also (a. Ha) = O. (a. a)' = O. Pe a = P I - e a = O. a = O. Also ~i-e = (0). 
also l-e = O. w. z. b.w. 

(14.9) Für eE@ ist (e.l-e)=O. 
Denn zu e gibt es (nach 14. 5) ein maximales e' E @ mit (e. e') = O. 

Dann besitzt (e + e'. elf) = 0 nur die Lösung elf = 0 (elf E @). Sei a > 0 ; 
na eh 7 . 4 . 4 gibt es positive a und el/! E @ mit a :::::= a e'''. und es ist 
(e + e'. a)=-(e + e'. ae"') > 0 (für alle a > 0). also (nach 14 . 8.3) e +e/=l. 
e' = l-e. (e. l-e) = O. 

(14 . 10) Beweis von 14 . 7: Man bilde (Iaut 10) a J a dea.. b J fJ df~· 
Dann sieht man ohneweiteres. dasz ea. /"-.. f~ = O. also (nach 14.9) (e". f~) = O. 
also unter Berücksichtigung der Linearität und Stetigkeit des inneren 
Produktes: (a. b) = O. 

(14 . 11) m heisze ein teilweise geordneter linearer Raum. der entsteht. 
wenn man in einem endhchdimensionalen euklidischen oder im Hilbert~ 
schen Raum ein vollständiges Orthogonal~Koordinatensystem einführt und 
ein Element dann und nur dann :::::= 0 nennt. wenn alle seine Koordinaten 
:::::= 0 sind. ® heisze der teil wei se geordnete Iineare Raum. der entsteht. 
wenn man im Raum der (im Intervall 0 -= ; -= 1) L~quadratintegrablen 
Funktionen ein Element dann und nur dann :::::= 0 nennt. wenn es (als 
Funktion) in (0 -=; -= 1) :::::= 0 ist (bis auf eine Nullmenge). m und ® 
genügen unseren Axiomen. 

(14. 12) Bin gemäsz (1). (5 . 1). (6 . 3). (9. 1) 11). (14 . 1.2) teilweise geord~ 
netel' endlichdimensionaler euklidischer oder Hilbertscher Raum ist im 
Wesentlichen ein model' ® oder direkte Summe von ® und einem m. 

lOb) H hängt natül'lich von e ah. 
11) Es wäre sehr erfreulich. wenn sich 9. 1. 6 enthehren ],iesze; es ist das einzige 

Axiom. das etwas künstlioo wirkt. 
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Beweis: (14.12.1) Ein positives Element von ~ heisze minimaI. wenn 
zwischen ihm und 0 kein weiteres Element von ~ liegt. Man bestimme in ~ 
ein maximales Orthogonalsystem el' e2." .• bestehend aml lauter minimalen 
Elementen. und setze e = I en = Ven. 9t. ist dann im Wesentlichen ein 

auf die Achsen el. e2 •... bezogener Raum m. Nach 8.4 ist 9t direkte 
Summe von 9te und 9t1- e • Wir schrei ben also statt 9t1- e wieder \R. d.h. 
wir set zen voraus. dasz 9t keine minimalen Elemente mehr besitzt. Wir 
dürfen ferner (1. 1) = 1 normieren. 

(14.12.2) Sei e<e'.12) Dann gibt es ein eH. e<en<e', leH-e l< e 
(e beliebig positiv). Wir dürfen zum Beweise e = 0 voraussetzen. Wir 
setzene'o=e' und nehmen an, dasz ein positives e'n<e' mit le'n l-=== 2-nle'l 
bereits bestimmt sei. Dann bestimmen wir ein positives en+1 < e'n und 
nennen e' n + I dasjenige unter den Elementen en + I und e' n - en + I. dessen 
absoluter Be~rag am kleinsten ist (evt!. hat man die Wahl . zwischen 
beiden). Dann ist O<e'n+l<e'n<e' und le'n+l l-===tl e'nl""""'2-n le' l. 
womit die Behauptung bewiesen ist. 

(14 .12.3) Sei e<e'. Dann gibt es ein el/. e< el! <e'.1 el/ -el = tie' -e I. 
Denn man wähle zu jeder Ordinalzahl n ein en mit e < en < e'. 
I en - e 1-=== tie' - el. und zwar folgendermaszen: Ist n nicht Limeszahl. 
so solI en - I < en geIten (was sich nach 14.12.2 erreichen läszt). Ist n 
Limeszahl. so setze man en = V em (wegen der Separabilität braucht man 

m<n 

m in V nur eine abzählbare Menge (m') durchlaufen zu lassen. und 
wegen 9. 1 . 5 hat man en = lim em , . so dasz wegen der Stetigkeit des 

m' 

inneren Produktes immer noch I en - e I -= t I e' - e I gilt). Das Verfahren 
bricht für ein gewisses eH = e... ab. und dann hat man (nach 14. 12 . 2) 
leH -e I =t le'-el. 

(14.12.-4) Nach 14.12.3 bestimme man el+e2=1. lell=t. undalI~ 
gemein. wenn ek, ..... kn bereits bestimmt ist. ek, ..... kn.O + ek, ..... kn. 1 = ek, ..... kn• 

lek, ... .. kn.ol=2-n-l. Man ordne ek, .. . .. kn die Funktion zu, die überallin 

(0"""'" ; -=== 1) verschwindet. auszer in (a :=: ; < a + 2-n ). wo sie eins ist: 
n 

dabei sei a = I km 2- m. Man sieht leicht. dasz damit die gesuchte 
m=l 

Idèntifizierung von 9t und m3 entsteht. 

12) Alle Elemente. von denen jetzt die Rede ist. gehören zu Q; 


