
Math~matic8. -- Der Existenzsatz für ein wesentliches System bei 
Invarianten von Differentialformen. Von G. F. C. GRISS. (Com~ 
municated by Prof. R. WEITZENSÖCK). 

(Communlcated at the meeting of May 31. 1930,) 

§ 1. Wenn in n unabhängigen Veränderlichen XI' X2 ••••• X n ein 
System von Differentialformen oder Tensoren f= aikl .. dxidx'<dx' ...• 
gegeben ist. so versteht man unter einer algebraischen Oifferential~ 

Invariante m~ter Ordnung 1 eine algebraische Funktion 
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der Tensorkomponenten und deren Ableitungen bis einschliesslich m~ter 
Ordnung. die bei der Transformation 

x, = qJi (XI' X2' •••• x n) 

die Invarianteneigenschaft ! = I ~:~ I P, I besitzt. Es gibt dann zu jedem 

gegebenen m eine endliche algebraische Basis. ja selbst eine endliche 
Modulbasis für ganze rationale I. 

Bei absoluten algebraischen Differential,lnvarianten I existiert ein 
Endlichkeitssatz. der auch von der Differentiationsordnung m frei ist: Es 
gibt eine endliche Anzahl absoluter Basis~lnvarianten 11, 12, •••• I .. derart. 
dass jede absolute Differential~invariante der gegebenen Tensoren {. ... 
eine rationale Funktion dieser Basisinvarianten I y und deren Ableitungen 
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sogenanntes wesentliches System von Differentialinvarfanten der gege~ 
benen Tensoren. 

§ 2. Es sei zuerst ein System von n unabhängigen Skalaren (= abso, 
luten Invarianten) und ausserdem ein willkürlicher Tensor. z. B. a~, 
gegeben. Wir haben dann: 

hÏ (XI' ...• x,,) = hl (XI' ...• x n) • • • (h = 1. •..• n). 

Wir setzen 

Oh! _àhl OX,u 
O~, OX,u O~, 

• (1) 

(2) 
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Und 

hd = hCet. kC,3 a~ . (3) 

Die Invarianten hkI und hl bilden ein wesentliches System. 
Beweis: Ein Adjunktionssystem 1 ste, Ordnung wird gebildet von den 

mittels den n Vektoren hCi bestimmten kovarianten Ableitungen a~('Y) und 
den Vektoren hCi selhst. Eine algebraische Basis von Differential~ 
invarianten 1 ster Ordnung ist also I) 

(4) 

(die kovaria'l.ten Ableitungen der Vektoren hCi sind nämlich null). Diese 
Invarianten sind aber in der Tat Funktionen von hkI. hl und deren 
Ableitungen. 

Eine algebraische Basis von Differentialinvarianten 2ter Ordnung ist 
hkz/(J) mCl. U.S.w. 

§ 3. Es sei jetzt ein willkürliches System von Grundformen gegeben. 
Gibt es nur m < n unabhängige absolute Differentialinvarianten. so bilden 
diese natürlich ein wesentliches System. Sobald ab er m::::=-- n ist. können 
wir wieder mittels n Invarianten hl n Vektoren hCi bestimmen. Wie im 
zweiten Paragraphen zeigt man. dass eine algebraische Basis von hei 
imd den gegebenen Tensoren mit hl ein wesentliches System ist. 

Ein einfaches Beispiel hat man bei zwei Vektoren ai und bi. Es gibt 
dann gerade n absolute Invarianten 1 ster Ordnung hI2) und das wesent
liche System wird gebildet von 

hl • hl' = ai hei und hl" = bi hCi . 

Man hat in dieser Weise also ein algebraisches Verfahren zur Be~ 
stimmung eines wesentlichen Systems. in Gegensatz zu den analytischen 
Fmtwicklungen von TRESSE 3). 

§ 4. Anwendung auf geometrische Ditferen tialin varianten. 
Es sei eine Fläche in R3 gegeben: 

yi = f; (XI' X2) •••• (i = 1. 2. 3). 

D · D·n: . I' . I (àYi OYi à2
Yi ) 11 d' I Ie lIlerentJa mvanante ~. ~. 5"""2' • . • so erstens Ie nva~ 

UXI UX2 uXI 

rianteneigenschaft haben hinsichtlich der Gruppe der Euclidischen 
Bewegungen. 

Man beweist leicht. dass ei ne jede solche Invariante ausdrückbar ist 
durch 

I) Siehe: G. F. C . GRISS. Dilferentialinvarianten von Systemen von Vektoren. Diss. 
Amsterdam (1925). Kap. VI. 

2) GRISS. Dilferentialinvarianten. u.s w. Kap. VII und VIII. 
3) Acta Mathematica 18 (1894) . Sur les Invariants dilferentiels des groupes continus de 

transformations par AR. TRESSE. (S. -42). 
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E=ICY'Y i àx, . F= I ay, àYi 
i aX, àX2 

G=I(aYi y. 
I OX2 

ày, ày, à2y, 
OX, OX2 ax,2 (5) 

E'= aY2 aY2 à2Y2 F' = 10Yi aYi 02Yi I G'= ... 
ox, aX2 OX,2 ax, aX2 OX, OX2 

OY3 aY3 a2Y3 
ax, OX2 aXl2 

und deren Ableitungen. 
Zweitens solI I invariant sein hinsichtlich der Gruppe der Parameter~ 

transformationen 

Setzen wir 

all =E 
bil =E'H-I, 

H2=EG-F2; 

a21 =a'2=F 
b21 = b12 = F'H-I. 

a22= G; 
b22 = G'H-I; 

50 sind aik und bik zwei symmetrische Tensoren zweiter Stufe. 
Mit Hilfe des bewiesenen Existenzsatzes bestimmen wir jetzt ein 

wesentliches System von Differentialinvarianten dieser Tensoren. 
Es gibt drei relative Invarianten nullter Ordnung 

t (aa')2 = H2 • t (ab)2 und t (bb')2. 

also zwei absolute 

1_(aW _EG'+E'G-2FF'l 
I ~ (aa')2- 2 H3 

(ab')2 E' G' - F'2 
21 = (aa')2= Hi 

Das gefragte wes~ntliche System wird gebildet von 

I I. 21. hkl = he" ke(3 a" (3 und hkl' = he" ke(3 ba. i3 

Man beweist ab er leicht die folgenden zwei Relationen: 

all all 2 

2 aXI OX2 __ H2 (a (1/. 21))2 
11 I 221 - 1212 = H ( ) a21 a21 a XI' Xl 

àXI àX2 

I' l' - 1'2 - H2 1 (0 (1 / • 21))2 
11 22 12 - 2 a (XI' X2) 

. (6) 

(7) 

(8) 

Hieraus folgt. dass man z. B. 221 und 221' aus dem wesentlichen 
System fortlassen kann. 
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Wir bringen unser Resultat in Uebereinstimmung mit der bekannten 
Tatsache. dass 

. . . . • (9) 

ein wesentliches System bilden. wobei RI und R2 die Krümmungsradien 
o 

sind. und as ein Differentiation in die Richtung einer Krümmungslinie 

ist I). 
Dazu bilden wir 

ui + lul' = (au + l bu) (~~y -
021 021 ( ) (021)2 -2(aI2+ÀbI2)~ -S- + a22+ Àb22 -s-uX2 \JXI \JXI 

(10) 

221 + À 221' = . . . 
und bestimm~n À aus 

(al1 + l bu) (a22 + À b22) - (812 + À bd2 = O ... (zwei Werte für l) . (11) 

Man kann jetzt das wesentliche System (7). indem man 121 und 12/' 
vermöge (8) fortlässt. ersetzen durch 

1I und 21 

V 021 V . 021 
all + Àj bil ~- 822 + À{ b22 -s--uX2 \JXI 

und 

V V o~ 
a22 + Àj b22=- a22-R; b22=-~ 

uS{ 

Das System (12) erhält die Form 

1/ • 2/ • all . 021 • all und 02 /
• 

0&1 OSI OS2 OS2 

• . (12) 

und diese Invarianten sind in diejenigen von (9) auszudrücken vermöge 

1 1 1 
1

/ = RI + R2 und 2/ = RI R2' 

Umgekehrt kann man auch. obwohl nicht rational, das System (9) in 
die Invarianten von (7) ausdrücken. 

I) G. SCHEPPERS. Anwendung der Differential- und lntegralrechnung auf Geometrie 11. 
t JO S. 353. 




