Mathematics. — Differentialinvarianten von zwei kovarianten Vektoren
in vier Veraenderlichen. Von G. F. C. Griss. (Communicated by
Prof. R. WEITZENBOCK).

(Communicated at the meeting of February 22, 1930).

Unser Ziel ist unter anderem das Aufstellen einer algebraischen Basis
von Differentialinvarianten zweiter Ordnung der zwei genannten Vektoren.
Wir halten uns dabei an die von M. EUWE ') gebrauchte Bezeichnung.

Die Transformationsformeln fiir die gegebenen Vektoren a; und a; sind

= axv - axy
a; = a, ‘a;_ und a;, — a, a.;'l e e e e (l)
Bei Differentiation ergibt sich
a 2 a,
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Die Elimination der zweiten Ableitungen fijhrt zu dem folgenden
Reduktionssatz: Die Differentialinvarianten erster Ordnung von a; und
a; sind die projektiven Invarianten von a;, a; und ihren Rotationen f«
und @;; kiirzer: Das “Adjunktionssystem’’ erster Ordnung von a; und
a; wird gebildet von fix und ¢, wobei

_%a _ Oa

f‘"‘_ax,, —5e und gp=——5— . . . . (3)

Ein (kleinstes) volles System von projektiven Invarianten dieser Ten-
soren ist:

An=%("f} Au=%1"9 An=4%1@ ¢f . @
Bi=(@f)(f"a) By=(ag')(¢ a)
woraus 4 unabhingige absolute Invarianten gebildet werden kénnen.
Zudem werden im Folgenden die Vektoren

b :iﬂ 1(ip’_"*) und g, =% (Zg)zif’a) RN

viel benutzt, wobei N=(aabp)# 0; die Minoren in N geteilt durch
N bilden 4 kontravariante Vektoren in‘.
Weiter setzen wir noch

wF=wm*in’furw und W@ =4 @w . . . . (6)

1) M. Euwe, Differentiaalinvarianten van twee covariante vectorvelden met vier ver-
anderlijken. Diss. Amsterdam, (1926).
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Fiir die 4 unabhingigen absoluten Differentialinvarianten erster Ord-
nung wihlen wir (alles in Einklang mit M. EUWwE)

WW=pF=3F=— 59 , ;V=3x5F
V=uF=,@= 39 und V=P ‘
Zur Bestimmung eines Adjunktionssystems zweiter Ordnung muss man
die Transformationsformeln fiir f;x und ¢, differentiieren. Dabei erhalt

man 2 X 20 unabhingige Gleichungen, wahrend die Gleichungen (2) noch
2 X 10 liefern (2 < 6 sind schon benutzt zur Bestimmung des Adjunktions-
2

()

systems erster Ordnung). Die Anzahl zweiter Ableitungen _6 X welche

' oy O
eliminiert werden miissen, ist 40. Da diese zweiten Ableitungen berechen-
bar sind, hat das gefragte Adjunktionssystem 2<20-42X10—40=20
unabhéngige Komponenten. Man findet dann folgenden Reduktionssatz:
0.V
Bx.-
und den Rotationen c¢;x und 7;x von b, und f:, wobei 8 invariante
Relationen gelten:

(waap)+Grapp)+Grabp)+ (wbpp) —

— V{{fa)f'p)—@ a) (@ o)} —VIE A p)— 0 a0 p)}— (- (8
— sV b (¢'p)—(ca) (P} — V(A" p)— (D) (r'P)}=0...{p}
vaap) -+ (wafp) — (wabp)+ (wbpp) —

— 2V ) (" p)— (@ a) (@' p} — VI B () —('a) (' P} + ¢ - (9)

+1V{e'b) (@'p)—(c'a) (c'p)} —2 V{(c'B) (c¢'p) — (v'B) (v'P) } =0... { p}

(fiir jeden Vektor p;).

Die Anzahl unabhingiger Komponenten ist hier tatsdchlich 4>}X4-
+2X6 —8=20.

Hieraus folgt z.B., dass W. EUWE ') mit Unrecht in seiner Dissertation
mit dazu gehérigen Thesen behauptet, es seien von mir und M. EUWE
nicht alle unabhingigen Relationen zwischen den Komponenten des
Reduktionssystems zweiter Ordnung angegeben worden. Er stellt noch
4 andere Relationen auf. Wir zeigen in Kiirze, wie z.B. die erste dieser
4 Relationen aus den Formeln (8) und (9) abzuleiten ist.

Wir substituieren fiir p; in die erste Gleichung b, und in die zweite
a; und summieren; dabei ergibt sich

— 1 V() (f'6) — V(£ ) (F'B) =,V (Ha) (F'B) — 4V (FB) (Fa) +
+:V(c'a) (') —, V('B) (') —, VIc/a) ('D) — .V (c'B) ('a) =0

Ein Adjunktionssystem zweiter Ordnung wird gebildet von ,v,.=

. (10)

1) W. Euweg, Differentiaalinvarianten en partieele differentiaalvergelijkingen uit de tensor-
rekening. Diss. Amsterdam (1928). S. 44 und 45. These 2. Ich benutze die Gelegenheit,
auch auf folgende Unvollstandigkeit in dieser Dissertation aufmerksam zu machen. Auf
S. 2 heisst es, dass ich die Differentialinvarianten fiir mindestens n Vektoren aufgesucht
habe. Ich habe aber Reduktionssysteme angegeben fiir jede beliebige Anzahl von Vektoren
in Rn. Siehe: G. F. C. Griss, Differentialinvarianten von Systemen von Vektoren. Diss.
Amsterdam. (1925).
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Umrechnung gibt

EP=Fe?. . . . . . . . . (11
Dieses Resultat stimmt iiberein mit der Relation
(o %2)
4 Vi / AZZ A|1A22
o= 1 2R 4222
S =—4@y)\¢ 5/ +1 Ao (12)

welche W. EUWE gibt; das liegt daran, dass W. EUWE statt (5) setzt:
p, — [ (E9) (@ a)

22

was augenscheinlich weniger einfach ist. In diesem Falle wird

b b aqu  oqu
NS Y An_, A
S = 8% 0x  *\0x  om Azz—*—% b 0 b 0x; /°
Also

a’h aél_l
A A AL A A
/N2 — 1 (F£7)2 41 / ’ 22 | 1143222 ’ v A122 |
For=tEr gt +e0 | F52 | =257 | o

Wir leiten jetzt aus dem Reduktionssatz fiir Differentialinvarianten
zweiter Ordnung eine algebraische Basis von Differentialinvarianten ab.
Dazu bestimmen wir eine algebraische Basis der Tensoren a;, a; fi
@ik, 1V Cik und 74, wobei wir also vorldufig von den Relationen (8) und (9)
absehen. Die 4 unabhingigen Vektoren geben 16 Transformations-

ax.-
gleichungen, aus welchen die Transformationskoeffizienten —— berechnet

Xk
werden konnen. Substitution in die Transformationsgleichungen fiir a,a;,
fic und @y ergibt natiitlich nichts Neues, Substitution in die Transfor-
mationsgleichungen fiir ,v;, cix und yi ergibt 28 Invarianten, welche
linear sind in diesen Komponenten. Aus dem vollen System von 169
Invarianten, das M. EUWE aufstellt, kann man zur Bestimmung einer
algebraischen Basis von vornherein alle diejenigen Invarianten fortlassen,
welche nicht linear sind in wv;, ci und y%. Es bleiben iibrig:

(f ) (@” c)? (t' 7)? (@ 7)? 1
@F)(f'w)  (@f)(f'w) (@)@ w)  (a¢)(@w) 2
(ac’)(c"a) @) o . (13)
lafpca] [atpcq] [afpca] S
lafoyal lafeyd] [afoyad]

(Bei Vertauschung der Komplexsymbole in den letzten 6 Invarianten
ergeben sich nur abhingige Invarianten).
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Wir haben hier 28 Invarianten, in welchen alle anderen algebraisch
ausdriickbar sind. Es muss deren gerade 28 geben, also ist (13) eine
kleinste algebraische Basis.

Beriicksichtigen wir jetzt die 8 Relationen (8) und (9), welche durch
Substitution von a, @, b und ffiir p 8 Invarianten geben, welche identisch
Null sind. Wir wissen schon, dass die ersten 4 Invarianten von (13)
abhingig von den iibrigen werden. Weiter ist einfach zu beweisen, dass
aus diesen Relationen auch (ac’)(c’a), (ay’)(y' a), [afpca] und [afeya]
berechenbar sind, sodass also eine kleinste algebraische Basis von
Differentialinvarianten zweiter Ordnung von a; und a; gebildet wird
von den 20 Invarianten')

@f)Fw)  @f)(fw) @) @w) (a9)(@w)
[afecal [2fpca] laforal l[afoya]
(h=1,23,4).
1) Bei der Bestimmung des vollen Systems, das W.EUWE auf S. 28 seiner Dissertation

gibt, sind die invarianten Relationen (8) und (9) nicht beriicksichtigt, was leicht aus (11)
zu ersehen ist.





