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INTRODUCTION

§1

Stevin’s Arithmétique was published in 1585, the year in which also The Tenth
appeared. No Dutch original was published, as in thé case of The Tenth; the
Arit/amétique was only presented in French. Bound together with the Arithmé-
tigue was another book, entitled Pratique d’Arzt/ametzque it mainly dealt with
commercial applications of the theory unfolded in the Arithmétigue. These appli-
cations included T'he Tenth and the Tables of Interest, which were thus published
a second time, now in.a French translation. Added to the Arithmnétigue was
Stevin's own and very free version of the first four books of Diophantus, at that
time available in a Latin translation by Xylander 1). Moreover, added to the
Pratigue was a treatise on incommensurable quantities, with Stevin's explanatlon
of the tenth book of Euclid’'s Elements 2). When after Stevin's death Albert
Girard republished the Arithmétique, he not only added a few remarks of his
own (clearly indicated), but also added Stevin's Appendice algébraique, a shott
essay first published in 1594. At the same time Girard completed Stevin's work
on Diophantus by adding his own version of the fifth and sixth books 8).

The Arithmétique is thus a collection of several books, ‘all loosely related to
each other and centring around the main part, which deals with the arithmetic
of integers, fractions, and irrationals, along with what we call the algebra of
polynomials and the theory of equations. Apart from The Tenth and the Tables
of Interest, published scparately, the part dealing with equations is probably to
us the most interesting section of the book. It gives us a late sixteenth-century
approach to the theory of algebraic equations, including those of the fourth
degree — called, in Stevin’s words: “les équations de cinc quantitez”. ,

§ 2

Stevin's Arithmétigue is divided into two books, one on Definitions, the other
on Operations. In the Definitions he explains his notation .and his classification
of numbers in arithmetical, geometrical, and algebraic ones. What strikes us
immediately when we begin to read the book is Stevin's emphatic plea to consider

Yy Diophanti Alexandrini Rerum Arithmeticarunr Libri sex: . . . A Guil. Xylandro Augusta-
no incredibili labore latine redditum. (Basle, 1575). — Xylander’s German name was Wilhelm
Holtzman ; he was a professor at Heidelberg. Rafael Bombelli, a professor at Bologna, had
already published 143 problems of Diophantus in the third book of L’ Algebra parte
maggiore dell’ Arithmetica (Bologna, 1572; there is also an edition of 1579).

%) Stevin knew Euclid’s Elements primarily from the Latin translation by Clavius:
Euclidis Elementorum libri XV, . ., accessit XV'I, De solidorum regularium comparatione . . .
Auctore Christophoro Clavio (Rome, 1574, 2 vols, several later editions) — Clavius (1537-
1612) taught at the Jesuit College in Rome and was an advisor to Pope Gregory X1IH
on the calendar reform of 1582.

) H. Bosmans, Ann. Soc. Sc. Bruxclles 35 (1910-11), /¢ (35) indicates precisely the
relation between Girard’s editions and the original versions edited or supervised by
Stevin.
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one a number: “Que I'unité est nombre”. We here have to do with an opposition
to a point of view which had come down from the Greeks and which finds
expression in Euclid’'s Elements VII, def. 2: “Number is a multitude made up of
units (povédes)”. The unit itself is not a number, since the origin or principle
(4px7) of a thing is not that thing itself. Similarly, a point is not a line, though
it is its origin. This analogy between the point and the arithmetical unit was
stressed in particular by the Pythagoreans, who taught that a unit is a point with-
out position and a point is a unit having position, and whose influence was felt
by Euclid. It appears that Stevin disagrees with this analogy. Two units, he points
out, form a number different from the unit but of the same nature, but two
points only form a point. If we wish to compare a point with an arithmetical
concept, we had better take zero: a multitude of zeros is still zero. We may call
the point the “beginning” of the line (here we find the concept ¢px4 again),
and zero the “beginning” of number, “lé vrai et naturel commencement”. This
idea is found again in The Tenth, in the second definition, where the “begin-
ning” is indicated by (0). Zero, therefore, is not a number in Stevin’s mode of
thinking. He uses the symbol zero freely, but does not accept zero as a root of
an equatlon

‘But though he may exclude zero as a number Stevin is quite convinced that
the traditional number concept, as it had come down from the Greek through
the early Renaissancé and especially from Euclid, was too narrow. This number
concept included natural numbers as well as rational and certain irrational ones,
the latter usually conceived as radicals. Stevin now draws the conclusion that
number is a continuous quantity “as continuous water corresponds to a con-
tinuous humidity, so does a continuous magnitude correspond to a continuous
number”. There are, he states, no “absurd, irrational, irregular, inexplicable or
surd numbers”. What he means is that one number, g#z number, is not different

from any other, 2 is the square root of 4 just as 4/2 is the square root of 2.
We can only speak of incommensurability if we consider the ratio of two numbers,
64/2 is rational in terms of ‘4/2, and irrational in terms of 2. Stevin is willing

to include negative numbers in his number concept, though with some caution:
they still are somewhat of a novelty to him. However, he draws the line at
complex numbers, despite the fact that his older contemporary Rafael Bombelli
had. shown no such scruples, and had developed an algebra1) in which our

54 74/ —1is written as 5 p,, 0 m. 49 l and 5—7 \/:1a55m.[ 0 m. 49 l . Here

p. stand for piz, m. for meno, and the new radicals are called piz di meno

when they are added, and meno di meno when they are subtracted (Stevin's “plus.
de moins” and “moins de moins” in Probl. 69). Stevin does not see the use of

these novel numbers: “There are enough legltlmate things”, he writes, “to work
on without need to get busy on incertain matter” 4).

This extension of the number concept is typical of sixteenth-century mathe-
matics; it is due to the enormous amount of numerical work which was done
. and to the general reluctance to let the Greeks dominate all intellectual endeavour.
We here witness a gradual process rather than a conscious break, and thus we
find Stevm making concessions to the Ancients which look quite antxquated to us.

Y Arithmétigue, p. 309
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An example of this is formed by the part of the Definitions which deals with

“geometrical” numbers, numbers such as squares, cubes, roots, etc,, stxll tradition-
ally connected with geometrical figures (our terminology: “square”, “cube”, still
preserves this ancient trait). However, Stevin breaks with the old Coss notation
and introduces the new exponential notation of Bombelli to denote the powers
of a given number, so that he writes

@2, @4 G8 @16 ...
3, ®9, ®27, @81, ...... ;

in our notation: if # = 2, then 42
if a = 3, then 42

8, a4
27, a4

i
S

2
w
i

Here (@) stands for the ;b power of a given number. Stevin is perfectly willing
to take 7 fractional, () means a s’quaré root, (3) the root of a cube; thus @) means
+/(sometimes he also writes/(3) instead of (¥). Since (@) is the expression

of the length of a line segment, () stands for a square, () for a ‘cube, @ for
a segment which is the mean proportional between the unit segment ¢ and (O:

Similarly : e : % _% @ @

Since 'space has three dimensions, the geometrical expression of (@) also calls
for an artifice, and Stevin again uses a proportion

@:0=0:0

which, by comparing (@) and the cube (3), expresses @) as a rectangular block,
having the square (2) for base, and a height such that the volume of the block
is to that of the cube in the ratio of (3) to (3); here () and () are numbers In
the same way (5), (8),... can be interpreted as solids.

This is a clumsy procedure. The way out towards spaces of higher dimensions
only appeated in the nineteenth century at a level of mathematical understanding
far different from that of Stevin's days. However there was another way out,
which was implicit in Stevin's work and was actually adopted by Descartes not
long after Stevin's death. It consisted in applying the method used to interpret
@, alsoto @, @), @, etc,and writinge: O = O : @, ©: @ =@ :@. In
this way every power can be expressed in terms of the unit line segment, and
we have arrived at the correspondence between numbers and line segments on
which analytic geometry is based 5). We see in this example how great were
the obstacles that had to be overcome in order to reach such a simple thing —
simple to us — as analytic geometry.

§.3

The second book of the Arithmétique deals with Operations and consists of
three parts. The first two parts do not contain much of particular interest to us;

5) E. J. Dijksterhuis, Simon Stevin, p. 72.




462

they expound the rules of ordinary arithmetic with integers, fractions, and ra-
dicals, and teach proportions and the “regula falsi”. The subject matter does
not differ appreciably from that of our present textbooks, e.g. the multiplication

and division of fractions such as (/2 + v/6) /(v/2 + 4/4), and the reduction
of ]//7 + 4/48 to/3 + 2. It is a little more elaborate than our present treat-

ment, because Stevin insists on proving some of his results with the aid of geo-
metrical figures in the Euclidean tradition, about which more is to be said below.
He has our signs + and —; the sign of equality, if he needs it, is :. In an-
other place he uses M for mulhpllcatlon D for division.

The third- section of this book On Operations contains the algebraic part, the
theory of polynomials, and that of equations. Here we meet with “algebraic”
Jumbers. To define them, Stevm again introduces the exponential notation (3),

but this time to indicate the i* power of an indefinite quantity, i.e. what we

usually denote by x*.. By a combination of these symbols we obtain an algebralc
number, for instance : :

oJofolot L

which amounts to what we now write as 4px3 + ayx2 +agx + a3. Here the sym-

"bol @) therefore stands not only for x°, but for any positive multnple ‘of x* ; the
+ sign is omitted, if not required. \When the coefficient is given, it has to be
indicated: 5() stands for 5 x4. In this case the sign for the summation or sub-
traction appears 6): .

4 (@ + 12 means 4 x + 12,

Stevin then teaches the principal operations with polynomials (multinomials,
as he calls them), very much following the methods he used for expressions con-
taining radicals. Here we find, for instance, the division of polynomials, such as
4xT — 2x6 — 6x5 + 9x4

2x% + 3x3
idea of Stevin, the method for finding the greatest common divisor (G.C.D.) of
two polynomials. He states that he was led to his discovery by some remarks of

= 2x3 — 4x2 4 3%, This is followed by an original

%) We have to bear in mind that Stevin uses Bombelli’s exponential notation in four
different ways:

a) In The Tenth, to indicate decimal units;

b) in his Trigonometry, to indicate sexagesirnal units;

c) inL’ Arithmétique, to indicate powers of a given positive number, in practice 2 or 3,
hence to indicate our a2 ; ¢ being a constant;

d) also in L’ Arithmétigue, to indicate powers of an indefinite quantity, hence our x? ,
and under cettain circumstances even a multiple of x2 | hence our ax? . But when the g is
specifically given, he writes it, e. g. §(2) means sx* — On Bombelli’s notation, see our in-
troduction to The Tenth; also: H. Wieleitner, Zu Bombelli’s Begeichnung der Unbekannten
und ibrer Potenzen, Archivio di Storia delle Scienze 7 (1926), pp. 29—-33; E. Bortolotti, Sudla
rappresentazione simbolica delle incognita e delle potenze di essa introdotte dal Bombelli, ib. 8

(1927), pp. 49-63.
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Pedro Nunes (1502—1578), a Portuguese mathematician, whose latinized name
of Nonius is preserved in the measuring instrument better called a vernier.
Nunes, in his Libro de algebra7) of 1567, had derived some methods for the
factorization of certain polynomials 8). This brought Stevin in search of a general
method to reduce rational algebraic fractions to their simplest form, to a discovery:
the generalization of the Euclidean algorithm for finding the G.C.D. of two
positive integers to two polynomials 9). This is the way we still find the G.C.D.
of two such forms 10). _ .
The remaining part of L’ Arithmétique is devoted to the theory of equations.
Before we discuss it, we have to report on one other aspect of Stevin's notation.
Though it is true that Bombelli’s exponential notation (§) is an advantage over
previous notations which denoted every power of x by a symbol of its own, there
is a difficulty when two or more indefinite quantities have to make their ap-
pearance. We now meet this difficulty by introducing other letters, y, 2, etc.

Stevin cannot do this, and so, where we write y, 32, ...... he writes sec (1), sec
®, ... ; where we continue with z, 22,...... » he writes ter (D), ter (2),...... The
‘ 5x2 23

result is that the term which in our notation is

, appears in L’ Arithmétique

as 52 D sec () M tér (3). We can now appreciate better the advantages of

Descartes’ x, 3, 2...:... notation.

§ 4

The chief theoretical achievement of sixteenth-century mathematics is the
development of algebra, and this development was primarily due to the advance-
ment in the theory of equations. During this century the solution of the third and
fourth-degree equations was added to the classical solution of the quadratic
equation, and methods were found to deal with the numerical solution of equa-
tions of higher degrees. The algebrists — or “cossists”’, as they were called —
created an algebraic symbolism and improved the notations step by step. They
abandoned the exclusive concentration on positive numbers, and admitted negative
and even imaginaty numbers. On the one hand these men showed increased skill
in numerical work with large integers, fractions, and irrationals, on the other hand
they reached greater abstractions in their treatment of equations.

The theory of equations reached the mathematicians of the Renaissance period

%) P. Nunes, Libro de algebra en arithmetica y geometria (Antwetp, 1567). This was a
translation by the author into Spanish from the original Portuguese. See H: Bosmans,
Sur le “Libro de algebra” de Pedro Nufieg, Bibl. mathematica (3) 8 (1908), pp. 154-169;
id., L’ Algébre de Pedro Nuneg, Annaes de Acad. Polyt. do Potto 3 (1908), 50 pp.

8) See the account in Bosmans, /.¢. (7) Bosmans points out that there is no reason to
believe (as Stevin seems to suggest) that Nunes tried to find the G.C.D. of polynomials
and failed. '

8} Elemients V11, Prop. 1, 11, Euclid’s proofs are geometrical, and make a discrimination
between the cases that the G.C.D. is 1 and == 1;this is done because of the assumption that
one is not a number. _

10) For a modern discussion, see H. Weber, Lebrbuch der Algebra 1 (Braunschweig,

1898), p. 37.
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primarily in two ways 11): through Euclid’s Elements 12) and Al-Khwarizmi's
Algebra 13). Both were available in Latin translations 14), though Al-Khwarizmi’s
book remained in manuscript. The two texts were not independent, since the
Arabic writer showed the influence of the Elements. But whilst the Elements
followed an abstract-geometrical pattern, the Arabic text contained numerical
examples and used geometry only for illustration, or as a means of demonstra-
tion. Since Stevin's exposition is strongly influenced by both Greek and Arabic
writers, some understanding of their methods is necessary for the understanding
of the Arithmétique.

§ 5
Euclid’s theory of what we call linear and quadratic eqﬁations has, at first
sight, little in common with them. It is cast into the form of questions and de-

(3)

Fig. 1

1) For a general exposition, sec J. Tropfke, Geschichte der Elementar- Mathematik 111
(Betlin-Leipzig, 3eAufl., 1937), 239 pp. An appendix contains samples of different
notations, including some taken from Stevin’s L’ Arithmétigue on pp. 222~223. A some- -
what different treatment of quadratic equations is found in J. Tropfke, Zur Geschichte der
quadratischen Gleichungen fiber dreieinbalb Jabrtausende, Jahresber. Deutsch. Math. Ver, 43
(1934), pp - 90-107; 44 (1924), pp. 26—47, 95-119 (On Stevin, see p. 119). Comp. also D.
E. Smith, Fistory of Mathematics 11 (Boston, New York, etc., 1925, XII - 725 pp.), Ch. VI
and M. Cantor, Vorlesungen 1, 1I.

12) Euclidis opera omnia ediderunt J. L. Fleiberg et H, Menge, vol. VI (1896). See T. L.
Heath, A History of Greek Mathematics; Oxford, 1921, 2 vols. XV + 446 pp., XI 4 586
pp.; ., A Manual of Greek Mathematics; Ozxford, 1931, XVI + 552 pp.). There is no
translation of the Daza into any modern language.

13) The Algebra of Al-Khwarizmi was only available in manuscript copies, either in
Arabic or in Latin. In 1831 the Arabic text was published, together with an English
translation: The Algebra of Mobammed ben Musa, ed. and transl. by F, Rosen (London, 1831),
See also L. C. Karpinski, Robert of Chester’s Latin Translation of the Algebra of Al-Kho-
warigmi (New York, 1915, 164 pp.).

%) See e.g. the translation /¢ 2) -
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monstrations concerning the so-called application of areas (mapaBoM) T@dv xwptwv)
It is required to construct in a given angle a parallelogram, one side of which
is to lie along a given segment PQ, while its area A is to satisfy certain
conditions. The area A is given as that of a convex polygon, which can always be
transformed into a triangle or parallelogram of given size and equal area. The
simplest case is that of Elements Prop. 1, 44, 45, where it is required to apply
in a given angle to a given segment PQ as base a parallelogram of given area I,

The construction is equivalent to the solution of the linear equation ax sin o = I,
" when 4 is the length of segment PQ.

We arrive at the equivalent of the quadratic-equation when 'to PQ is to be
applied a parallelogram equal to a parallelogram of a given area A and deficient,
resp. exceeding by a parallelogram similar to a given parallelogram B ‘(which, of
course, has angle ¢). This means (Fig. 1) that we have to find on PQ -or its
continuation a point R such that the parallelogram of area 4 on PR in case (1)
falls short of parallelogram PS on PQ by the parallelogram RS similar to B; in
case (2) exceeds parallelogram PS by the parallelogram QT similar to B. In case
(3), where PS is equal to A4, we are back to Prop. I, 44, 45.

H |

[/

S

P M R Q

: Fig. 2

Case (1) is solved in Prop. VI, 28 of the Elements. Bisect PQ at M (Fig. 2)
and erect on MQ the parallelogram MQIH similar to the given one B; its
area be AB, Construct at H a parallelogram HT zlong HI and HM with area
equal to AB—A, which requires 2B>A. The vertex T lies on diagonal HOQ.
Then parallelogram PT is the required parallelogram on PQ of area A. Indeed,
since arca PT — area MS + area MT — area MS 4 area T1, atea PT = AB —
(AB—A) = A.

To obtain the algebraic equivalent of this construction let PQ be 4, TR = x and
RQ = uu x (u given through parallelogram B). Then parallelogram PT has the area

2
x(a—ux) sin ¢ = A, i sing = A.
4‘5_1, -

When we take ¢ = 90° (which does not impair the generality), we are led

to the quadratic equation

px2 — ax + A= 0,42 = 4p A, 1“>O’ a>0.

For RQ = ux we find

a2

a
= - — — — A
X 2 H

-10 -
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The case y = 1 corresponds to the application of an area deficient by a square,
favorite with Stevin. '

a 7
The root ux = - + l/ %-— pAd is missing in Euclid. It is obtained by

placing the parallelogram of area AB—A at H on the continuation of QH. The new
point R lies with respect to P as the old point R lies with respect to Q and thus
offers no eisentially new geometrical solution.

Case (2) is solved in Prop. VI, 29 of the Elements. The solution is very
much like that of case (1), which the exception that now (Fig. 3) the parallelo-
gram at H has the area AB 4+ A. We find for the corresponding quadratic
equation px2 + ax — A = O (p = 90°), 40, u>0.

H ]

/P /M Q R
s T
Fig. 3

‘ 2
ForRQ:pxwefindlux:_;+ V%— + pd.

The other solution makes no sense for Euclid, since it is negative. We can
say that it corresponds to a new point R lying with respect to P as the old point
R lies with respect to O and offers no essentially new geometrical solution.

These two quadratic equations are therefore of the form I) px2 — ax + & =
0, or ux2 = ax—b, II) ux2 4+ ax—b =0, or ux2 = —ax 4+ b (p, 4, b>0).
The first type has two positive solutions for 42> 4ub, of which Euclid mentions
only one, the second type has one positive solution. There exists another type
with one positive solution:

II) yux2 —ax — b = 0, ux2 = ax + &,

which does not appear in Euclid’s Elements. However, Prop. 84 of another
book by Euclid, the Data 12) also deals with an application of areas, and this
proposition requires (in geometrical language) the construction of two unequal
segments x and y of given difference x—y = a (x>>y), forming a parallelogram
of given angle ¢ and given area A. Then x—y = 4, xy sin p = 4, or
2 sin p — ax singp — A = 0,

the equation of type III). In this case y = x—a satisfies an equation of type
IT). This is substantially also Euclid’s solution, since he shows how Prop. 84
can be reduced to Prop. 59 of the Data, which is equivalent to Elements
VI 29.

-11 -
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The Elements contain another approach to these problems, which we can
interpret as follows. If one of the positive roots is p, then type I can be written,
for u = 1, as follows:

— = (%y (% _. r p(p—a) = (%L — — (&
b= plap) = (2 — (5 — 2 5 pp—a) = (G— )2 — (D)2
for p > a4)and type II: A
b=platp) =P tap =@+ 22— (D

These identities are the (algebraic) content of two geometrical theorems,
listed as Prop. 5, 6 in Book II of the Elements. (Prop. 5 states that if a
segment 4 is divided into two parts 4, 4,, then the area of the rectangle with

. 4 ,
sides a4y, 4y plus that of the square with side is equal to that ‘of the

— 2 2
square with side i Wl R s dyay + (41 42) _ (a1 tay) ; take a9 = P,
2 2 2 2
4y = (a — p). These identities are demonstrated with the same figure used

later in Prop. VI 28, 29. Euclid here confines himself to the rectangles, and
since he only develops the theory of proportions in Book V, he does not use the
concept of the apphcatlon of areas; the coefficient of x2 in the corresponding
quadratic equations is x4 = 1. However this formal relation to the theory of
quadratic equations is the reason that many authors quote the Prop. II 5, 6 rather
than those of Prop. VI 28, 29 as the basis of their geometrical theory of quadratic
equations 15).

Quadratic equations also appear, in some form or other, in the works of other
Greek authors known to the mathematicians of the sixteenth century (Heron,
Diophantus). The main line of development, however, starts from Euclid.

§ 6

The Algebra of Al-Khwarizmi (Bagdad), ¢. 825 A.D.) 13) was so influential
that the name “algebra” is derived from the Arabic title of his book. It attests
to the influence of Euclid, but also represents a characteristic Oriental tradition,
which can be traced to ancient Mesopotamian sources as far back as the second
millennium B.C. 18), The emphasis is here on numerical computation; geometrical
demonstrations are incidental and lack the axiomatic precision of the Greeks,
while homogeneity is not preserved. Euclid never adds areas to lengths, Al-
Khwarizmi has no objection to this.

Al-Khwarizmi has no algebraic notation, he writes his problems and answers

15) For further accounts of what has been called the “geometrical algebra’ of the Greeks
sce the books on Euclid by Heath /. 3%); H. G, Zeuthen, Die Lebre von den Kegelschnitten
im Alterthum (Kopenhagen, 1886); L. C. Karpinski, Z¢. 13), and E. J. Dijksterhuis, De
Elementen van Euclides, 2 vols (Groningen, 1929, 1930).

18) Description and source material in O. Neugebauer, The Exact Sciences in Anltqmly
(Princeton, 1952, IX + 191 pp.).

-12 -
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out in full. He recognizes six types of equations, which the Renaissance authors
often rendered as follows:

Latin English modern notation

1) census aequatur radicibus  square equal to roots x2 = ax

2) census aequatur numeris square equal to numbers X2 = a

3) radices aequantur nume- roots equal to numbers ax = b
ris .

4) census et radices aeq{mn- square and roots equal to x2 4+ ax = b
.tur numeris numbers

5) census et numeri aequan-  square and numbers equal to x2 4+ a = bx
tur radicibus roots

6) radices et numeri ae- roots and numbers equal to ax + & = x2
quantur censui square

The coefficients are all-positive. The types 5), 4), 6) are the three types I 11,
III of Euclid. Al-Khwarizmi illustrates each type by means of one typical example

I) x2 421 =10 x, II) x2 4 10x = 39, III) x2 = 3x + 4.

These examples became standard ones. L.C. Karpinski remarks ‘that “the
equation x2 4 10x = 39 runs like a thread of gold through the algebras for
several centuries” 17). The solution is first obtained by using a certain recxpe one
for each case:

) x=5 = /25 —21 = 5*+/4=5+x2=7or3
) x = 4/25 +“3_9—3:\/Zz§—3_—.5

1 ."‘.:]/(—) ralv o= ]/ L4 2=

In type I) Al-Khwarizmi gives both roots. Only positive roots are recognized.
In the first type of the Latin list, x2 = ax, the only rcot is x = a; the root
x = 0 is not recognized, since 0, as we have seen, is not considered a number 18).

The arithmetical formula for the solution of quadratic equations requires a
proof, which Al-Khwarizmi gives by following the Euclidean procedure. Since
all his examples have 1 as the coefficient of x2, the application of areas can be

17y L. C. Karpinski, /.¢. ¥3), p. 19. :
18) F. Rosen, /¢ 13), p. 5; L. C. Karpinski, /e %), p. 67 (“nihil aliud esse numerorum,
nisi quod ex unitatibus componitur’). The concept is of Greek origin, see above, pp. 2-3.

-13 -
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performed with squares. For x2 + 10 x = 39, Fig. 3 is used, in the following
form (Fig. 4):

H |
25 Sx
M a R
S5x x?
L S T
Fig. 4 Fig. 5

This can be changed into a more symmetrical form (Fig. 5). In Fig. 4 the
“gnomon’ IQMLT has area x2 + 10 x = 39, in Fig. 5 the shaded cross has
the same area. The large square has area (x + 5)2, the “quadratic supplement”.

For x2 4+ 21 = 10 x, Fig. 2 of Euclid is used (with a slight modification;
Fig. 6): H |

P M R Q
Fig. 6

- No figure is given for the second root. For x2 = 3x + 4 = ax + b a s.pecial
figure appears (Fig. 7) 19): . ;

T

1

|

1

|

c D

i

x

H 1 :

1

1

|

|

14

P M . Q R :
Fig. 7

19) F. Rosen, /e. 13), p. 19, L. C. Karpinski, /.c. %), p. 87.

-14 -
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If PQ = a, MQ = 4/2, then square HQ — (4/2)2, square MD — (4/2)2 +.b,
then TR = x.

Al-Khwarizmi solves many other quadratic equations, such as x2 = 12x 4 288;

(10 — x)2 + x2 4+ (10 — x) — x = 54; 10 — X—}- X = 2-—1—, In later
x 10 — x 6

authors, writing in Arabic, we also find quadratic equations with irrationals: thus
Abu Kamil, “the Egyptian calculator” (c. 900 A.D.) 20), has equations such as

(c+ VD) 6+ VD = 20,0= Yokt Yl - Yo V- yE

§7 ,

The mathematicians of the Christian world followed Al-Khwarizmi and
other Islamic authors, such as Abu Kamil, both in their numerical work and in
their geometrical proofs. They recognized the three types of quadratic equations,
solved them either by a formula or by completing the square, and then had a
figure equal to or resembling the Euclidean rectangles. Gradually some changes
appeared. In the first place, an algebraic notation was developed, different in
different authors; symbols like +, —, y made their appearance, and the nume-
rical symbols began to look like ours. Michael Stifel (¢. 1487—1567), in his
Arithmetica integra (1544) 21), tried to find one formula for the solutions of
all three types of quadratic equations. For this purpose, he wrote the equations
in the following forms:

I) x2 = ax — b, II) x2 = b — ax, III) x2 = ax + b, so that, in Stifel’s
eyes, the solution of a quadratic equation was equivalent to the determination of
a root, “radix”: x = /b — ax, etc. Then Stifel's Unica regula Algebrae consists
in the one formula

x_]( ibi~

where 2 and 4 have the same sign in the formula as they have in the equation.
After certain initials in the Latin formulation of the rule, it was called
AMASIAS 22). This, however, is in reality not a single formula, since Stifel al-
ways had to explain when to add, when to subtract. The first actual “unica
regula” is due to Stevin.

20) L. C. Karpinski, The Algebra'of Abu Kamil Shojac ben Aslam, Bibl. mathem. (3) 12
(1911-12), pp. 40-55; id., The Algebra of Abu Kamil, Am. Math. Monthly 21 (1914), pp.
8.

374
21y M. Stifel, Arithmetica mtegra (Nutemberg, 1544) fol. 241.
22) Jie. 21), fol. 48, 248-250.
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An example of Stifel’s notation is 1 ¥ aequatur 120Q + 35156 for x2 :

x 4+ 35156, ¥ standing for “census”, and 1R for “radix”. This is a typical

notation of the so-called Cossists.

Geronimo Cardano, (Cardan, 1501—1576), in his Ars mdgna (1545) 23),
- had no rule of unification, but had a rule expressed in verse, quoted in Probl.
68 of the Arit/:zmetique He was, however, freer than Stifel in his occasional use
of negative roots (aestimatio ficta 24, e.g. x2 = 4x + 32, x = 8, — 4) and even
of complex ones. Solving the set of equatxons x + y = 10, xy = 40, he found:

X =5 4 4/—15, 3 = 5 — 4/—15,
in his notation:
Sp i m 15, Sm : m @ 15,

“quae quantitas vere est sophistica”, he added 25).

In his acceptance of complex numbers Cardan may have been influenced by
Bombelli, whose Algebra, however, was not published until 157225). Here
negative and complex numbers were. accepted quite freely, though the emphasis
in their use, as in Cardan, was on cubic rather than on quadratic equations. Bom-
belli's notation for x,x2,...... S 1, 2Z..... ; this is the begmnma of an ex-
ponential notation and adoptcd by Stevin. By .this time the algebraic work had
become quite independent of any geometrical interpretation, but Bombelli still
found it necessary to interpret his solutions of quadratic equations with the aid
of the Euclidean square figures. Even Stevin maintained this tradition,

§ 8

The numerical solution of the general cubic and biquadratic equations was an
achievement of the sixteenth century and was felt at the time as a great and
revolutionary discovery. For the first time mathematics had passed beyond the
limits of the centuries-old Greek-Arabic cultural domain. The importance of this
step was enhanced by an atmosphere of public disputations and nasty priority
squabbles. Cardan’s book, which made the discovery known to the learned world
at large, was proudly called Ars magna.

In our days, when this chapter of algebra has become a minor and slightly
boring patt of the theory of equations, some effort is required to understand
what its development meant historically. It stimulated numerical work and im-

23Yy H. Cardanus, Artis magnae, sive de regulis algebraicis liber wns. Nuremberg, 1545 ,fol 3
Verso. .

24) J.e. ), fol. 66 recto.

%) R. Bombelli, L’ Algebra (Bologna, 1572; another ed. 1579); abstract in L’ Algebra
Opera di Rafael Bombelli da Bologna Libri IV e V' ... publ. a cura di E. Bortolosti (Bo-
logna, 1929, 302 pp.), pp. 25—406.
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proved its notation, made mathematicians familiar with negative and complex
numbers, helped to remove the Euclidean conventions still adhered to in algebraic
work and the associated acceptance of the homogenecity of the equations. It
encouraged further pioneering in equations of degrees higher than four, and the
study of the theory of equations in general. Girard, Stevin's editor, was the first
to state that every equation of degree 7 has » roots 26).

Equations of degrees higher than two, or problems leading to such equations,
appear occasionally in Greek and Arabic literature. The most famous of them
are the problems concerning the trisection of the angle and the duplication of
the cube. The only systematic treatment of cubic equations before the Renaissance
“cossists”” is that of ‘Umar Al-Khayyimi (Omar Khayyam, c¢. 1038/1048 - .
1123/24, Nishapiir, Persia), who solved cubic equations by the intersections of
conics 27). The method itself was not new and of Greek origin. Omar only knew
positive roots and gave no. numerical examples. However, there is no evidence
that his work influenced the “cossists”. Paciolo, in his Summa (1494), declared
that the solution of equations of degrees higher than two was still wanting:
“I'arte ancora a tal caso non a dato modo si commo ancora non a dato modo al
quadrare del cerchio’ 28).

The solution of the cubic equation, found in the early sixteenth century at
the university of Bologna by Scipio Del Ferro and his associates, was rediscovered
by Tartaglia and published by Cardan in his Ars Magna 29). The solution, called
after Cardan, requires that there be no term in x2, but Cardan showed how this
can always be achieved by a substitution. For instance, the equation x3 = ax2 +

aZy 243

b can be transformed into y3 = =5 + > + & by the substitution x =

7 + a/3. Since Cardan knew only positive coefficients, he started with 13 dif-
ferent types, but he managed to reduce them to the three types:

x3 = ax 4+ b, x8 + ax = b, x3 + b = ax.

The second type was the starting point of Tartaglia, who solved it by writing

a 3
HW—v = b, nw = (?) , and found

x =13y — B3v .

%) A. Girard, Invention nonvelle en I’algébre (Amsterdam, 1629), fol E 4; new cd. Am-
sterdam (1889).

27) The Algebra of Omar Khayyam, by D. S. Kasir (New York, 1931, IV — 126 pp.)

*8) Summa (1494), fol. 1501,

29) The story of the discovery of the solution of the third-degree equation has often
been told. See, for instance, the histories of mathematics by M. Cantor, F. Cajori, G.
Loria, et al., ot O. Ore, Cardano, The Gambiing Scholar (Ptinceton, 1953, 249 pp.). Also:
E. Bortolotti, L’algebra nella scuola matematica bolognese dal secolo X V1, Periodico di Ma-
tem. (4) 5 (1925), pp. 147-184; id., Manoscritti matematiche, riguardanti la storia dell” Algebra,
esistenti nelle Biblioteche di Bologna, Publ. Circ, Mat. di Catania, Esercit. Matem. 3 (1923),

pp. 69-91.

-17 -




473

Cardan gave corresponding solutions of the other cases. He reduced the case
x3 4+ b = ax to that of 3 = a2y 4 b by showing that in this case y2 —xy =
a4 — x2, so that one value of y gives two values of x. Cardan recognized that
there may be three roots (e.g. the equation x3 4 10x = 6x2 + 4 has the roots

2,2 +4/ 2,2 — v 5) and remarked that their sum is equal to the coefficient of
the quadratic term. He studied the general cubic equation, and also admitted
complex roots 30). He ‘tried to add a geometrical interpretation to the solution
of the cubic equation, but did not get very far. The study of cubic equations
was thus an important factor in the gradual elimination of the Euclidean ap-
plication of areas from algebra.

Cardan’s Ars magna also contains Ferrari’s solution of a biquadratic equation
by the reduCtion of the problem to that of a cubic equation 31). Ferrari’s example is

x4 + 6x2 + 36 = 60x,

which he solved by adding to both sides fll‘St 6x2, than 2y (x2 + 6) + y2. He
obtained in this way:

(x2+ 6+ )2 = (6 + 2y)x2 + 60x + (12y + y2),

the second member of which is a perfect square in x, if

V(2Zy + 6) (127 + y2) = 30, or 33 + 15)2 + 36y = 450,

which gives what we call the cubic resolvent, to be solved by Cardan’s method 32).
Cardan explained that biquadratic equations can have four roots. — Bombelli’s
merits mainly consist in the competence he shows in the numerical handling
of cubic equations, including those with imaginary roots. He also faced the

“casus irreducibilis”, where the equation x3 = ax <4 b has a real root appearing
as the sum of the cubic roots of two conjugate complex expressions. If x3 =
-ax + b, then

xI—V ]/( Y -9 V—~]/(—) -G

this case presents 1tse1f when (—)2 < (= )3 Bombelli understood this

to mean that the two cubic roots must be con;ugate complex 33). Bombelh also

3% An extensive study of the Ars magna in N. L. W. A, Gravelaer, Cardano’s transmu-

tatiemethoden, Nieuw Archief v. Wisk. (2) 8 (1909), pp. 408-443 The three transformations
used by Cardan to transform cubic equations of one kind into another were x + — y,
x =y 4 b x =k

3y _Ars magna, cap. 39, fol. 22 v.

32) Comp. E. Bortolotti, Sulla scoperta della risoluzione algebrica delle equazmm del quarto
grado, Per. di Matem. (4) 6 (1926), pp. 217-230.

33y 1.’ Algebra (1572), pp. 293—-295. Cardan, in the second edition of the Ars magna
(Basel, 1570), also discussed the casus irveducibilis in his so-called Regula Aliza, but re-
mained, as Stevin remarked, rathet vague (L’ Arithmétique, 1585, p. 309). See also
E. Bortolottl La trisezione dell ’ango/o ed il case irreducibile della-equagione cubica nell’ Algebra di
R. Bombelli, Rend. Accad. Sci. Ist. Bologna 192223, 16 pp.
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solved some equations..of the fourth degree, e.g. x4 + 8x3 4 11 = 68x for
which he found two roots: x = — 1 == £/ 12 34), '

§9

Stevin's theory of equations testifies to great skill, but is not particularly
original 35). In his theory of quadratic, cubic, and biquadratic equations he fol-
lows his “cossist” predecessors, of which he mentions Paciolo, Cardan, Tartaglia,
Stifel, Bombelli, and Nunes. He quotes “Mahomet”, which may mean that he
had studied a manuscript of Al-Khwatizmi, but may also indicate that he took
the name from Cardan or some other author. A new feature in his work
is'a curious theory for explaining the character of an equation, which he’thinks
will-help to overcome the difficulty of ‘those people who think that an “equation”
is something unusual. This seems to have been 2 common reaction in the sixteenth
century, since we also find Stifel interested in explaining the difficulty away.
Stifel, we have seen, explained a quadratic equation as the taking of a square root,
e.g. x = 4/ ax + b. To Stevin another point of view appealed more. An equation,

says Stevin, is nothing but a proportion, and solving an equation is simply equi-
valent to applying the well-known rule of three. The three types of quadratic
equations, for instance, can be written as follows (in modern - ‘notation):

2 x x2 x x? x

» B

b—ax p  ax—b P ax+b6  p

provided we add the condition that x = p. This does not scem a patticularly
helpful remark, but it must have had a clarifying effect on some of Stevin's
contemporaties, who were brought up on the rule of three 36). For instance,
when Stevin wrote: “given three terms, of which the first is (2), the second @@
the third an arbitrary algebraic number, to fmd the fourth proportional term”,
or, in our notations:

3) [ Algebra ibid.

35) An extensive study of L’ Arithmétigue, and of Stevin’s theory ot equations 1a paru-
cular, by H. Bosmans is to be found in the following papers:

Notes sur P Arithmétique de Simon Stevin, Annales Soc. scient. Bruxelles 35 (1910-11),
2e partie, pp. 305-313;

Remargues sur I Arithmétiqne de Simon S. tevin, Mathésis 36 (1922), pp. 167174, 226— 251
275281,

7%4 résolution des équations du 3e degré d’apris Simon Stevin, ibid. 37 (1923), pp. 246~254, 304~
11, 341-347;
? La 3reml;mon des équations du ge degré cheg Simon Stevin, ibid. 39 (1925), pp. 49-55.
See also the long extracts in G. Maupin, Opinions et curiosités touchant la mathématique
(deuxi¢me séric). Paris, 1902.

36) Stevin’s 1nterpretat10n of equations as proportions was criticized by Vitte in 4d
problema quod omnibus mathematicis totius orbis construendum proposuit Adrianus Romanus
Francisci Vietae responsum (Paris, 1595), Cap. 2, fol. 2. Stevin is not mentioned, only
Romanus, who had adopted Stevin’s mterpretatlon

+
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he meant what we express by the equation

x? x

ax + b -
In his theory of quadratic equations Stevin also tried to improve:on Stlfel
who in his rule AMASIAS had given one single formula for the solution of all
three types of quadratic equations. However, Stifel failed to explain when to
use +, and when —. Stevin's rule is such that the directions for solving these
equations have the same words in all three cases. He arrived at this by writing
the equations in Stifel’s form and considering a negative term, such as —ax, as a
term with coefficient —a. Where Stifel still had to make a difference between
adding and subtracting, Stevin could always say “adding” 37). He proved the
correctness of his formulation by an algebraic reasoning, since the classical geo-
metrical constructions are typically different in the three cases. With Stevin we
therefore have essentially our present single formula for the solution’ of all
quadratic equations, and this in itself was another step in the. gradual elimination
of all Euclidean proofs from algebra. Stevin even included the case of a, double
root.

Stevin had no objections against negative roots, but felt that they called for
an explanation. They, are, he stated, the positive roots of the equation obtained
by changing x into =—x. The idea of introducing negative numbers by- changing
the sense on a line is a thmg of later age. The concept of dxrected magnitudes
was still undeveloped. -

We have already seen that Stevin rejected complex roots. Even' much later,
after mathematicians had — almost grudgingly — accepted them, they were felt
as something awkward. This did not change substantially until Gauss related
them also to the concept of sense, this time in two dimensions. - -

For Stevin's ample discussion of quadratic, cubic and biquadratic equations we
may refer to the text. He has an excellent exposition of the theory, covers-all
cases, and shows a considerable computational ability in handling them It was
probably the best exposition of this theory so far presented. .

“We have not reproduced the whole text, but have made those selections which
can best give an idea of 16th century algebra and arithmetic and in especial
show’ Stevin’s characteristic methods of exposition.

x2 =ax+b.

g 10 :

Another contribution to the theory of equations is to be found in the Appen-
dice algebraique of 1594, which Girard later inserted in the text of the Arithmé-
tigue, as a Corollarium to Problem LXXVII. This Appendice originally ap-
peared as a pamphlet of six pages, of which only one copy preserved in the
University libraty of Louvain was known. The fire which destroyed this library
in 1914, during the first World War, also destroyed this pamphlet 38). It con-
tained, as “appendix” to the ‘Arithmétique, a numerical approximation of a po-
sitive root of an equation of any.degree.

37) Cardan had already made the remark that to add — means to subtract + : “quamvis
minus cum additur . . . plus cum detrahitur”, Ars magna, Cap. XVIII.

28) On the history of this book in Louvam see Ph, Gilbert, Bull. Acad. roy. Belgique
(2e sér.) 8 (1859), pp- 192-197; H. B0smans Annales Soc. sc. Bruxelles 30 (2 part.)
(1906), p. 275; H. Bosmans, Nouvelle blographxc nationale XXIIT (Bruxelles, 1924) art.
Stevin. .
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Cardan had already published such a. method, sub’stantiglly an -extension of

the rule of the doubly false supposition. Let f(x) = agx” + ax™ + ... +
ax = k be an equation with positive coefficients. Then, if for a positive
mteger x = a the inequalities f(a) > &, f(a + 1) < k hold, there exists a
root x between aand 4 + 1. If we write

) — @) _

f(a + 1) —f(a) ’
then §< 1 and we can take x = 2 + 6 as a second approximation. In this way
we can proceed further 39). Stevin’s method is different and holds for equations of
the form f(x) = g(x), each member having only posmve coefficients, such- as

x3 = 300 x + 33915024. He first finds a value x = 10* (# a positive integer)
such that £(10%) << g(10%), f(10#11) > g(10#!). Then he tries out 2.10%,

3.10% ...,9.10% till he finds 2 number 4. 10* such that f(a.10%) <C g(2.10%),
f(a + 1.10%) > g (4 + 1.10%), etc. After having found the integer part of x
(in his example 323), say x = A, he tries ml-:—k, £ = 1,2,..., 9, etc.

Stevin did not apply his decimal notation, though the article was published in
1594. He mentioned that his' friend Van Ceulen also had a general method
of solution. This may be true, but we do not know this method, since Van Ceulen

never published it.
§ 11

Stevin's version of the first four books of Diophantus does not claim to be
a translation. Stevin simply used Diophantus’ text as a source for problems which
he could solve with the aid of his theory of equations. When he found it con-
venient, he also changed the numerical values in the problems. He was en-
couraged in this free treatment of a classic by the fact that Xylander’s translation
was based on a bad Greek text anyway. The result is that Stevin's Diopbans is
simply a continuation of the theory of equations in the Arithmétigue. We have
not tepubllshed this part. The genuine Diophantus is now readily available 40).

Nor have we tepublished the first section of the Pratique, which deals with
problems of commercial arithmetic, or the last part of the section, which contains a
treatise on incommensurables with an explanation of the tenth book of Euclid.
Stevin first gives, in Euclid’s spirit, a geometrical interpretation of radicals of the
form Va — Vb, and then reinterpfets Euclid’s classification of these forms in
terms of radicals. It is a creditable performance, but offers little which interested
readers cannot find much more easily in modern commentarises 41).

3%) This was the “regula aurea”, Ars Magna, Cap. XXX fol. 53. Cardan applied it to

several cases, &.g2. x* 4 3 x® = 100,
49) See, Dlopbantz Alexcandrini Opera Omnia cum graecis commentariis ed. P. Tannety 2 vol.
Llpsxae 189 3, 1895 or the French translation: Diophante d> Alexandrie . . . oenvres traduites
. par P. Ver Eecke (Bruges, 1926, XCI + 299 pp.).
“) T.L. Heath, The thirteen Books of Euclid’s Elementr Vol. IIT (Cambridge 1908) 1-255.
"E. L Dljksterhuts De Elementen van Enclides 11 (Groningen 1930). 167-199.
Ruth Struik in G/i Elementi & Euclide ¢ la critica antica ¢ moderna, editi da Federigo En-

« rigques. Libro X (Bologna 1932).
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LARITHMETIQVE

DE SIMON STEVIN -
DE BRVGES

Contenant lescomputations des nombres
Arithmetiques ou vulgaires :
Auflt b Algebre, anec les equations de cinc quantitez.
Enfembleles quatre premiers liurcs d'Algebre
de Diophanted’Alexandrie,maintenant pre-
mierement traduits en Frangois.

Encore v ligre particulier de la Pratique & Arithmetique,
contenant entre autves,Les Tables d’ Imtereft,La Difme;
Et vn trailé des Incommenfurables grandeurs :

De I'Imprimerie de Chriftophle Plantin.

clo. Io, LxxxV.
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i

AV TRESDOCTE

ET VERTVEVX

SEIGNEVR M JTEHAN
CORNETS DE -CROOT.

S oM BIYEN quentreles duer-
[es enclinations que la Nature 4
Y3y Ai5tribue anx Hommes, il mreSE
SR, ofchen pour ma part , ke defir
d entendre chefes rares; fans , belas ! pounoir
artaindre le but propof¢ : Si eSt ce toutesfoss
welle y a tellement powruen que bennus de
Zdttmte eSt awcunement fonlagé, par le confore
procedant de Lefpoir de quel7ue foss y paruenir.
TMass comment? (ertes par la continuelle fami-
liarité, mon Treshonnoré Seigneur, lquelle
8 a renducertain, non feulement de vostre in-
fatiable <o flagrante cupidizé , de comprendre
chofes hautes ¢+ vertueufes ; mass qu outre
cela ous eSties heureufement paruenu & la
cognoiffance de plufienrs mySteres ; (7 quai, &
caufe de vostre benigne ) communicatiue. af
[etion, mest deuenu comme ferme refuge de
Yoz

wes
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mes difficultez.,  Car,quelle partie de la Philo-
fophie fe pourroit il rencontrer, que Vous 'y
Jotez cversé; non pas [elon le vulgare; mass par
Jfolscle intelligence des caufes ? Certes les difcpli-
nes Mathematiques mren font en partie tef-
moimage; Vet qUentre autres les (ubtilz. Pro-
blemes ¢/ Theoremes Catoptrigues & Albaze-
ne, Vitelle, @ dEuclide , ne vous pounoient
contenter., fans veoir pav Lexperience leur's ra-
 reseffells, preparant, @ fafant preparer en
toute diligence, les appareils y mece(Jares. Enla
Mufique , par deffus bexcercice de la voix, des
Inftrumens voive de la Compofition en laquelle
(filon peut croire Leffe(t) vous westes pas des
moindres: vous vous effes encore diligemment
exercé en la Therarte dcelle, nous en propofant
¢ refoluant argumens non vulgaires. Quant
2 Voftre erudition en la Luri§prudence, “Phyfi-
que,&/ “Poifie, elle ¢St notoire dvn chafcun
mass & moi en particulier , Voftre diligence €5
trauatl, en Pasancement des chofes tendantes a
Pytibt de la Republique: lefquelles (morennant
que Lanengle ennemic de Rasfon; ou la termi-
nante

479
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nante Cloto ne [empefchent) feront plus gran-
des que bore 18 attendy des Hommes de noftre
temps: de forte que ie me [ens fuire auctmement
mon debuoir, quandiestudie ¢ mefforce , de
Jasre chofé agreable a voftre trefillustre Eprit:
(€ que e ne puis miewx faire peur ceStefons,
wen Vous dediant | Arithmetique, enfemble
Pratique dicelle , meflees dancunes (telles
quelles [ont) miennes inuentions | propres @
mon auss, pour Lotilité commune : L anance-
 ment ¢ profperité de laquelle effant voffre
. deleclation ¢ finguliere eftude | ic ne doubte
point qubelles ne vous donneront quelyue con-
tentement. Recenes doncques bemgnement, ce
tefmoinage de 2ele, ¢ dummortelle affechion,
de celuy qui [ouhaite L henrenfe i[Jue de tous voy
hauts e5* vertuen concepts, cest de

L'entierement voftre.
Simon Stewsn.

*

H AD

Note: The dedication is to Johan Cornets de Groot (1554—1640), burgo-
master of Delft from 1591/95, father of -Hugo de Groot (Grotius, the author
of De Jure Belli ac Pacis (1625), see Vol. I, p. 6, note 15). The poems are by
Dominique Baulde (le Bauldier, 1561—1613), in 1603. professor extraordinatius,
in 1613 professor ordinarius, at Leiden, Franciscus Bertic Anglus, apparently
an Englishman, and the same Johan de Groot, first under an anagram of Ianus
Grotius, then under one of Ian de Groot. Another poem by de Groot: Vol. I,
- p. 51, _
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AD

SIMONEM STEVINVM
BRVGENSEM.

Multas Bruga dlics exequat ludsbus rbes,
At cunclas anteit landibus ingenij.
Testes tot palfim popilos vulgata per ommes
Nomtna vel potists numina que peperit.
Llis non Sophie pars lla intatta remanfi
Quam pots bumana percipere arte labos.
Sola M sthematice miiro tendebat amore
(Hsorem é celebri deligere vrbe fibi,
Tendebat frustra, fine te STEV 1 N E fuiffee:
Qui Dusan offuio profequerere tuo.
Falx tu Patrid, felix te “Patria alwmno:
Sed mage in hac felix Patria parte tamen,
wo precioftor eff mortalis muncre Vite,
_ Nafcendigue brew forte perenniss honos.

Dominicus Baudius Infulénfs.

IN
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IN OPVS SIMONTIS
STEVINI BRVGENSIS.

Gracia Dulichium mirataeftRoma Catonem:
Et “Demofthenicos Attica turba fonos.
Eft quodiatiet opes nato te, Belgia STEVIN,
Laizabit primum te, tuaBrugga fium.
Falices quibus 1524 licent: fumt i§8a sboris
(Crede mibs )meriti pramia digna tus.
Tam bené fucedunt ‘non ommbus omnia
STEVIN |
Qudin bene fuccednt hec tua [Criptatibi.
€/t aliquid fcripto doctiis placusffe: peritos
Atque etiam ignaros qas docet, ille docet.
Hoc opus, hiclabor eft, illo tibi gratulor ipfo
Ars tua tam facils guod docet ire via.
Nor quod Arsthmeticam facile eft docuffe, Ma-
1fero
T¢ fine ("vera loguar ) non bene docta fisi.
Sic numeros mumerare priss,poft Addita privs
Quam bene conueniant ars tua do s docet.
Nec fatss hoc,numero cum fint Dimifa priors,
Ni doceas qua quss Subtrabat arte viam.
T4 Fraitique
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Frattique per partes, numeroreddenda priors,
Et non fratla prius, qua rationé potes.
eASpice quim docta qm'a? Radix fcribitur arte,
Afpice quarn bene fit RegulafcriptaTrinm.
Teq. ausor(Diophante)iterum ff traxit ab Orco
V't noua,que n5 [unt bec tua fcripta putent.
Sew numerare voles, [en menfurare libebut,
Huc addes: i§2e tibi prestat verwmque bber.
Sic patrie prodeffe tuds, fic nafcimur omines,
Quim tuus in patriam eSt officiofss amor !
Vade bber neque te pudeat recitare MagiStrum
Sed caput attollas docZaper ora irum.

Francifcus Bertic Anglus.

DE
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DE OPERE OPERIBVSQVE
AVTORIS SERMO.

P LERIS insermiffa diu, intermiffus Apolio,
Jntermiffa Charss, intermg”t'z::; labores
Fngenus antiquo [atagunt includere ludo
Militie Sacre defersorem. Quid amicss,
Quid Patrie, quid debuerim Maioribus, &/
quid .
“Poftremii mihinulla vrguam me obliuso cepit:
wid verd, tibi STEVINY, ignorantia craffa.
Proximus ergo dolo latam committere culpam,
Improbus ¢ potuicrafsé igmorare quod omnes
Se norunt, [iue ignorent noffent tamen ommes,
Optandum [imulatque operepretiii foret; atqui
(redo equidem norunt communiter, ant melor
ars. :
Non ego iam dico MONADI [tis vt locss inter
eAffertss Numeros, Quid Principium Nume-
roram '
LN oD Numerus non fit, veluti neque li-
764 PVNCTVM.
Magnus enim fuit bic error, pars maxima vers
“Docepts (pecie. Dic, LecZor, fons, &/ origo
" Herbus
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Herbis arboribusque , e5® que [it denique
plantia 2 .
Num Radix doces 2 Erras.num [emina ? ve-
r4m
Dicis. at in Numerss fimili ratione, modoGue
€2 quod fensinss obtineat Vim; fons &) origo
Hec Numerss, Numerum quem i quss dixerst,
erra.
_ . Longéest dwer(wm Radix quod diciturt illam
sass ” Dicere fas Numers partem , Numerum{ue
biersse ocare.
Quelibet vt carnis pars est caro, qualibet offis
Os, fic @ Numers Numerus pars qualivet.
hinc eft _
V't non smmerito Nunneros genns hoc Radices
Sissd. Appellet. Lam Ceecus, Inextricabilss, atque

bres ab-

furdsirra- S%ra’uj y Aéj;‘rdw Nmerm’ ‘thionl} @.

'ﬁnndi’v"*r
:;)f;':fp"u‘&.' expers,
Cs.ﬂu Y ,
turls. Que Monflra bhec rear offe! Humana forte
creatos

Auritos, Oculatos, Participes Rationss
Forte 'elss Numeros 2 1pfe expers es “Rationss.
Abfurds nilil in Numéris aofurde, fedin te

(Ne
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(Ne vitif infimulato probos) in te improbe to-
tum eft.
Pluribus hoc equidé Vitinm mortalibus, artes
Obfcurs accufant, mente ipfi ac lumine capts.
Scriptores itium le lorem decipit, huines
Jngeninm_tardum [criptorem ; Ars criminis
exfors.
Tamto iustins hic qui mil molitur iniqumm,
Artibusvt fi honos (s hoc agit, @/ malé ¢
quid
Antiquis [criptum, ant nec [criptum, corrigit,
auget. |
Ingeninm noStrum tenebrss, €&/ carcere-cato,
No res clasfasacet. Euclidss afymmeterille  Desines-
Lle liber Decinus quam non mortalia torfit st
Peltora! Claratamen res eft, tantum arrige™™
mentem.
Te ;e:ze.r arbitrium, tua fit cenfura,paratam
Ad muoraviam inuenies. STEVINIVS ille eff
Non fumumex fulgore.fed ex fumo dare lucem
(ogitat, vt [peciofa debinc miraculapromas. ...
Sume vium ¢ multss. quid non Decarithinia T

praflat e

Drzanyn
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Disssriser [criptorss opus 2 cui non ego [3 vel

Aurea mivox fit,centum lingus,oraq. centum,

Omns atate queam lawdes perfoluere dignas.

Sed quicz’go hec memorem 2 multo masora

canebat

Qui mibi te notwm STEVINI €5 me tibi fectt.

Nempe cancbat vii m}gnum er inane remotas

Longunqouss [patiss andire ¢/ reddere ~voces

Nouerss, ignotas aliff que notare figuras.

Nec mibi credibilis vifaeffet fabuls, ni me

(Federe fecyfes comments Pythagoras

Fama vetus. magss ecce fudems [uperare videtur

Per Vada per fcopulos intactas poffe carinas

Siftere. Parte ala, quid, quod dicare recepto

Terra Neptuno miracula promere rerum !

Ruicquidideft, fupera inuidiam, quodjue

Viile cenfes

Cenfeat hoc ipfum, ¢ Res Publica fentiat,
Vit te

Maturo Vius Viswm dignemur honore.

JAGIVS TORNVYVYS
4>1AOMA®H2.

AV
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AV LECTEVR
POV R LOEVYRE

Ami Lelfenr puss que ¥ O ST R E amitié

" Nows aimons tant qu'vn corps aime fon ame ;

Anime nous, par amours, de ce basme
De ta fauenr caufant VIV ACIT E.
Anime nous, &/ [erés amené
Dans vn vergier, dont tamoureufe flamme
Tous vertuewx a contempler enflamme,
Vergierie dy plain de felicite.
Lacucillirés les fecrets de nature,
Dont mon STEVIN grand nobre vous procure,
Nombre i grand qwonc nombre nombrera.
Nombre [ans nombre es nombres trouuera
Qus de ceff art @ N O M B R E R aura cure.
En awez vous, ami LeCteur? Voila. &

Darie Togon.

~

-33-




AY LECTEYVR.

 Ev que PArithmetique fe-
-4 lon le lugement detous, eft
{cience vtile 4 vo chafcun en
\BSNAEYS particulier, & en general a
toute Republique, voire vn des forts &
principaux fondamens de la conferuvation
de rout ceft vniuers; Certes plufieurs Phi-
lofophes anciens & modernes, ne fe font
pas exercez fans raifon {i diligetnment en
icelle,ny fans bonne caufe (confiderant la
digpite de fi grand fubiect) n'avons nous
emploie noitre temps & trauail , 4 en
cuellir & deferipre, ce que la perfualion
nous fift efperer de pouuoir avancer a la
Commune; Maisqueft cela? Ceft @ fin
d: le comprendre fommairement en trois
poindts) premieremient lordre,tel qu'il eft
mien. Au fecond quelques noz muen-
tions. Au ticrs refutation de quelques ab-
furditez enuieillies en cefte {cience; Def-
quels nous pourrions dire plus ample-
ment

489
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ment en particulier, mais pofanc le fui-
uant effeét pour declaration, & vous be-
ning Lecteur pour iuge, nous le pafle-
rons outre. Vous fuppliant nous vouloir
excufer des vulgaires fautes, qui pour-
rofent proceder de [Imprimerie, ou par
quelque oubliance, quant aux autres,qtt;e
vous eftimerez,peut eftre, fortir de noftre
mefentendement, les vouloir debonnai-
rement corriger par ceraine affeCtion 3
Faugmentation de la {cience , non pas
aigri fur noftre ignorance, veu que nous
fommes tous fubie&s A faillir. _'
Ce que faifant , n'obligerez pas feule-
ment de plus fort noftre affection,du rout
veuce 4 voftre feruice, mais donnerez
aufli courage aux autres, de manifefterce

qui fera vtiled la Chofe Publique.

ArRcv-
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ARGVMENT.

No v s diuifons I’Atithmctiquc.en (

deux parties comprennans chafcune

en vn particulier liure,defquels le premier -

fera des definitions, qui feront de [ Arith-
metique, & des nombres Arithmetiques
(pour premiere partie du premier liure) &
des nombres Geometriques(pour la deu-
xicfine partie) Et des effects des nombres
procedans de leur comparaifon, comme
Raifon & Proportion ( pour la troifiefme
pattie) & de leur computation qui eft

rationelle & propoftionelle: Ratonelle -

(pout la quatnieline partie) comme les
quattc computations generalcs, a fgauoir
Aioufter,Soubftraire, Multiplier,& Diui-
fer (di@e computation rationelle; par ce
quil y afenlement mutuelle habitude de
termes & point comparaifon d’egalcs rai-
fons comme enla proportion) proportio-
nelle (pour la cincquiefme partie) comme
Reigle de trois, Regle de proportionelle
partition, Regle de faux.

Le fecond

491
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Lefecond liure eft de boperation,quife-
ra des nombres Arithmetiques entiers &
rompuz (pour premicte partie du fecond
liure) & des nombres Geometriques qui
font racines ou radicaux fimples, & mul-
tinomies(pour deuxie{me partie)ouquan-
titez Algebraiques entieres & rompues
(pour troifiefme partie) Etladiéte opera-
tion, defdictes fes foubdiuifions fera Ra-
tionelle, & Proportionelle; Rationelle,
comme les quatre computations genera-
les,;Proportionelle,comme Regle de trois,
Regle cfc proportionelle partition,& Rei-
gledes faux. Et en plus grande euiden-
ce nous comprendrons I'Argument en
telle table:

» e

Arithme-
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L' Arithmetique & deux partias,

-88-

Avithmtigues,
De P Arithwisi
que & das névres.

e,

Gesmetriquct,
Defnitiens .
lr { (Camp.wai- Rdifen.
Deseffells | fon, R
des robres Praportion, Aidin
da Addinm,
!z‘ll:ur " Soufiredlion.
{ ( Rativiclle comsmac™, Maltiplssarion,
| Disifisn,
Corputa i’ ‘ .
; , . (Train,
Lw. Propotisntlls 5. Prapartienelie partitics.
me regleds Fasx.
Entiers Y P . AroufTer.
Arishmetiques. w futum.lh aff aneir Seubffraire
y es 4 camput..rxam .
Operaticw Rompns I Et ladBle | o s conime Mulriplicr.
Lquifcra de!< r Nombres fimples cig}-mm'dc 24 , Duesfere
nombres. ;. ; chefeuns
;;“:.:msg: v Rednes &y ot biinemie } defililes ﬁ:{
\ﬁ""q‘“ { Lumite, Enricros lﬁ g -
C aigebrd- fioms oS3 Proppytionlle ZP-’::.mincﬂ: I
ques, Rowiputs J carme regle de Ea “5. partitions

’
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LE PREMIER LIVRE

DARITHMETIQUVE
DES DEFINITIONS.

PREMIERE PARTIE DES
DEFINITIONS; bE LARITH ME-
tique & des nombres Arithmetiques.

» A R c & quel’Arichmetique(ce qui eft
aulli commun aux autres ars) Pexpli=
?ue par motz comme fignes de 'af-

ection de l'ame, lefquels fe deno-
Vel tent par efcriptures; 1l nous fauc pre-
mierement defcripre la fignification
des propres vocables de cefte ftience. Car anantque
I'on comprennela matiere dela dodtrine, in conuient
entendre les motz par lefquels on I'explique. Nous fe-
rons doncques noftre premicr liure de leurs defini-
tions, defcripuant toufiours du commencement (en
tant qwil nous fera pollible) ce qui confifte premier
en lanature.

AVERTISSEMENT
A UAPPRENTIFE.

V evquil viendra bien d poin& foubs aucunes defi-
nitions, d’arguméter des proprietez des nombres
(lefquelles Papprentif pourle premier weft pas tenude
fcauoir) il m'a femblé bon I'aduertir comment nous
auons appliqué tels argumens diftin&tement auec

®a 2 leurs

First Book, on Definitions
First Part

Defs. I and II define arithmetic as the science of numbers, and number as
“that by ‘which the quantity of each thing is explained”. Indeed “as unity is the
number by which we say that the quantity of an explained thing is one: and two,
by which it is called two: and half, by which it is called half”. Now it must be
made clear THAT UNITY IS NUMBER. Stevin does not like to use the excuse
of many others, who, when dealing with some difficult matter, state that they
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Le 1. r1vre pARITH,
leurs tiltres (oubs leurs definitions,  fin que pour le
premier (& contentant des definitions, & de leurs ex-
plications, il puifle 4 fon plusgrand prouffitles paffer
oultre.
DeriNiTION I.

A Rithmetique eft s feience des nombres.

DeriNITION 11,
Nombre eft cela, par lequel [explque la
quantité de chafcune chofe. -

EXPLICATION.

Comme ['vnité eft nombre par lcguel Ia quantité
d’vne chofeexpliquée fedict vn: Et deux par lequel
onlanomme deux : Etdemi parlequel onl'appelle
demi; Etracine de trois par lequel on la nomme raci-
ne de trois, &c.

QVE 'WNITE EST

N OMBR E.

Lufieurs petfonnes voulans traiGer de quelque

matiere difficile, ont pour couftume de declairer,
coment beaucoup d’empefchemens, leur ont deftour-
bé en leur concept,comme autres occupations plus ne-
ceffaires;de ne feftrelonguement exercé en icelle eftu-
de,&c.a fin qu'il leur tourneroitd moindre preiudice
ce enquoi il fe pourroientauoir abufé, ou pluftoft, cé-
me eftiment lesaucuns, a fin quon diroit. §'il & fren
executer celaeftant ainfi deflourbé, queuft il f2ict fil en
euft efté libre? Nous fgaurions faire le femblableen ce

que

have not been able to study the subject exhaustively, in order that it may be said
“if he has been able to do this under so many distractions, what would he have
done if he had been free?” Stevin has had every opportunity of consulting ancient
atd modern writers and of discussing this subject with contemporaries.

- Usually we hear that unity is not 2 number, but only its principle or beginning
[see our Introduction}, just as a point is on a line. This is denied by a syllogism:

“The part is of the same matter as its whole,

Unity is part of a multitude of unities,

Hence unity is of the same matter as the multitude of unities; .
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DES DEFNITIONS, 2
que nous voulons ici dire de['Vnite, mais non pas en
verité, carie n'ay point feulement leu a bon loifir, &
fans empefchement d’aatres affaires, tous les Philofo-
phes anciens & modcrnes, queie trouuois traicter de
cefte matiere, mais enay aufli communiqué de bou-
che auec quelques doctes, certes de ce temps pas des
moindres , & en cefte matiere d’autre opinion que
nous: Mais pourquoi cela? par ce que ie doubtoisen
ce que ie propofois de Pvnire ? non certes, car i'en
eftois ainfi afleuré , comme f{i Ia Nature mefme me
Peuft diét de fa propre bouche,voireie le voiois (com-
me feront aufli de brief ceux qui ne font pas du tout
aueugles) par infiniz effects , qui n’ont point meftier
de preuue: Pourquoidonc? Afin que ie ferois d’au-
tantmieux pourveu,contre routes obiections que i'en
attendois.

Ordoncques pour venir a la matiere ; Il eft no-
toire que lon di& vulgairement; quePvnité, ne foic
pointnombre, ains feulement fon principe, ou com-
mencement, & tel en nombre commele poiné en la
ligne; ce que nous nions & en pouuons argumenter en
cefte forte::

La partie é1 de mefine matieve quest fon entier,
Vnité eft partie de multirade d'vnitez.,
Erge Lvnité eft de mefine matiere quweft la multitude
d’vnitez;
Mais La matiere de multitude dvnitez. eft nombre,
Doncquesla matiere d'vnité eft nombre.
. Etquilenie,fait comme celui,qui nie quvnepiece
de pain foit du pain. Nous pourrionsaufli dire ainfi:
Si dunombre donné Von ne foubflraict nul nombre, le
pombre donne demeure,
%3 Soit

But the matter of a multitude of unities is number,
Hence the matter of unity is number.
Who denies this behaves like one who denies that a piece of bread is bread.
We can also say:
If we subtract no number from a given number, then the given number remains,
If three is the given number, and if from this we subtract one, which — ‘as
: you claim — is no number,
Then the given number remains, that is, three remains, which is absurd.”
When, in the olden days, men wanted to explain the quantity of things, they
called a simple thing, one; and when a similar thing was added to it; they called
it two; and when it had to be divided into equal parts, they called each part one
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Le r.L1VvRE PARITH.
Soit trois le nombre donné, & du mefme foubffrahons
vn,qui 1 ef} point nombre comme tu veux.
Doncqucs le nombi e donné demeure, ceft & dive qu'sl
yreflera encore trois, ce qui eft abfird.

Nous pourrions aufli reciter plufieurs fubtiles & fo-
ﬁgiﬂiques— queftions, Gui nous ont efté propolees de

uche par les fufdices perfonnes,en (cmElc noftre re-
furation dicelles,& mille abfurdités en fuiudres : mais
les omertant (car il empliroit bien vn particulier &
grand volume)& 4 fin de ne perdre huile & labeur,ve-
nons aux caufes mefmes, fa cognoiffance defquelles
déne parfaite intelligence. 11 faut doncques feauoir,
juc les Hommes i"adis voians, qu'il leur eftoit mefticr

¢ parler & auoir intelligence dela quantité des chofes
ils nommoient chafque chofe fimple,vn; & quand i la
mefme eftort appliquée encore vne autre, les appel-
loient enfemble deux,8 quand la propofée fimple
chofe eftoit dinifée cn deux parties egales, ils nom-
moient chafcune pattic demi, &c.

Puis confiderans que vn,deus,trois,demi,tiers,&c.
eftoient noms propres,& conuenables, pour Pexplica-
tion de ladicte quantité, ilsont veu qu’iF eftoit necel-
faitede comprendre toutes ces clpeces foubs v genre
{car telle eft leur maniere de faire en tous autres fem-
blables comme bled, orge, auoine, ils le nommenten
genre Grain; aigle, tourterclle, rofignol, en genre
Ofeau) lequel genre ils appelloient nombre; Eftant
doncques par les principes ou caufes mefmes chafcun
d’iceux nombre, fans doubte ils fuivent leur opinion
errante,quien apres fans confideration des canfes,ont
exclul'vnite. Mais quelcun me pourra maintenant
dire felon la commune fentence des Philofophes,que

pour

half. And just as wheat, barley, oats, etc. were called grain, so one, two, three,
one half, one third, etc. were all proper names, used to express that quantity,
which they called number. But some people might say that in order to treat a
given quantity properly we must begin with its principle, as in extension, where
the manifest principle is the point. However, it was an “unfortunate hour in which
this definition of the principle of number was first produced. Oh, cause of dif-
ficulty and obscurity of what in Nature is easy and clear!” What do unity and
point actually have in common? Two unities (one is ' wont to hear) form a number,
“but two; yea a thousand points do not form a line”. Unity is divisible into parts
(which cannot be gainsaid, see e.g. Diophant IV, 33; V 12, 13, 14, 15), a point is
indivisible; unity is a part-of number, a point is not a part of a line. To point

/4

-42 -




498

LE 1. LIVRE DARITH.

ur traicterordonnéement de quelque quantié, la
Wamre tefmoigne qu'il faut commencer de fon grin—
cipe, comme il appert en la quantité grande, de la-
quelle le manifefte principe eft le poinét, mais il y a
ici queftion dela quantité qui e dié nombre, il y faue
donc dire du principe ou commencement du nom-
bre: Certesie ne le concede pas fimplement, ainsI'af-
ferme par la fuinante 3¢ definition,car veuquela com-
munauté & {imilicnde de grandeiir & nombre,, eft fi
vniuerfelle qu'ilrefemble quafi identité, fans doubte
le nombre aura quelque chofeen foi,qui fe refere an
poinct. Mais queferace? lsdifent Ivnité: O heure
infortunée en laquelle fut premierement produicte
cefte definition du principe du nombre! O cavfe de
difficulté & d'obfeurité de ce qui enlaNature eft fa-
cile & clair! O dommageableaduisde ceux qui I'ont
concedé,ce qui nous a faict tel anancementen ' Arith-
mctique, comme il euft efté d la Geometrie , fils enf-
fent concede que le poin& foit quelque pariie dela
ligne, car comine de ceftui la n’euft fuiui que abfurd,
ainfi (parce que du fanx ne procede que faux)de ceftui
ci. Maisquelle communauté (ie vous fupplie) ya il
entre I'vniré & le poinct 2 certes nulle feruant au pro-
pos; car deux vnitez (comme ils difent) font nombre,
mais deux , voire mille poinéts ne font nulle ligne:
L'vnité eft dinifible en parties (vraieft quils le nient
mais milleleurs diftinctions ne font pas fuffifantes, de
pouuoir ainfi opprimer la nature du nombre, qulelle
ne manifefte par force fon effence, es Arithmetiques
operations de pluficurs Autheurs, comme entre autres

‘par Fabfolute partition de Pvnité de la 3 3¢ queftion du

4 livre &la 12, 13,14, 15.queftiondu cincquiefme
liure

corresponds 0, commonly called zero, which we call beginning in the following
Definition III. This results not only from what 0 and point have in common,
but also from their effects. What they have in common are the following facts:

“Just as a point is an adjunct to a line and not in itself a line, so 0 is an adjunct

to number, and not a number itself.

Just 'as a point cannot be divided into parts, so 0 cannot be divided into parts
Just as many points, yea an infinity of them, do not make a line,

0’s, even an infinity of them, do not.form a number.

Just as the line AB cannot be increased by the addition of the point C, so the

number D = 6 cannot be increased by the addition of E = 0"
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DES DEFINITIONS

liure du Prince des Arithmeticiens Diophante) le
poiné eft indinifible : L’vnité eft partie du nombre,le
poin@ n'eft pas partie de laligne, & ainfi des aurres:
L'vnité doncques n'eft point telle en nombre comme
le poinét en ligne. Qu'ettce donc qui lui correfpond 2
Ie dique ceft o (qui fe dict vulgairement Nul, & que
nous nommons commencementen la {nivante 3¢ de-
finition) ce que ne tefmoignent pas feulement leurs

rfaiCtes & generales communaurtez , mais aufli les
irrefutables effeéts. Lescommunautez font telles :

Comme le poinét eft aioint de la ligne, & lui mef-
me pas ligne, ainfi eft o aioinét du nombre, & lui
me{me pas nombre.

Comme le poinét ne fe diuife pasen parties, Ainfi
le o ne fe divifeen parties.

Comme beaucoup de poinds, voire & quils fuf-
fent de multirude infinie,nefont pas ligne; ainfi beau.
cox;P desoencore quils fuflent en multitude infinie
ne font nul nombre.

Commelaligne ABnefe A B De
peutaugmenter par addition  ——r
du poin@® C, ainfi ne fe peur  C. Eo
le nombre D6,augmenter par
I'addition de E o,caraionftanto 4 G ils ne font enfem-

ble que 6.
Maisfil'on concede A B C DE
que A B foit prolongée  +——-t-—n 6 o

iufques au poin& C,

ainfi que A C foit vne continue ligne, alors A B faug-

mente par laide du poin& C; Et femblablement fi

Pon concede que D 6, foit prolongé iufques en Eo,

ainfi que DE 6o foit vn continue nombre faifant
foixante,

“But if we concede that AB can be produced to the point C, so that AC is a
continuous line, then AB is increased by means of point C. Similatly, if we concede
that D = 6 can be produced to E = 0, so that DE = 60 is a continuous num-
ber making sixty, then D = 6 is increased by means of E = 0”. '

From the following Def. XIV and Def. II of The Tenth it is clear that 0 is
the true and natural beginning. ‘

[Note: The Diophant quotations are labelled IV 31, V 9, 10, 11, 12 in T. L.
Heath, Diophantus of Alexandria, Cambridge, 2e ed., 1910. They all deal with
divisions of ‘one into parts, e.g. IV, 31: to divide unity into two parts such that,
if given numbers are added to them respectively, the product of the two sums

gives a square. Answer: e.g. 5 g if the given numbers are 3 and 5.}
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DEs DEFINJTIONS. 4
foixante, alors D 6 (augmente par aide dunul o, &
ainfien pluficurs autres que nous paflons outre pour
brieueté.

Quant aux effeéts.nous pourrions dire du com=
mencement de quantité algebraique, defini 4 la fui-
uante 14° definition, aufli du commencement defini d
ladeuxiefme definitiondela b 1's M g,par les conftru-
&ions defquelles, il appert fuffifamment, que leo eft
le vrai & naturcl commencement, lequel comme fer-

. me fondament nous 4 condui&t d quelquesinuentions
defcriptes (tellesqu'elles fonr) au fuinant : Maisa fin
que Pon n’eftime que ic veux propofer outrecuidee-
ment, mes inuentionsa telle preuue, nous prendrons
autre matiere fuffifante, non pas d'autheurs de peu
d’eftime, mais entre autres les tables de Peolemée,Al-
fonfe, Nicolas Coperne, Ichan de Montroial, & fem-
blables, efquelles la defcription, ou fignification du
poinét geometrique , fe rencontre fouuent entre les
nombres. Prennons pour exemple les tables des Sinus
de Iehan de Montroial, la ou chafque degeé eft vne
ligne oblique, delaquelle lalongueur eftla 25 de la
peripherie ducircle, extremité de laquelle ligne , eft
le poinét Mathematique dont nous auons dict cidef~
fus: Maisauec quoieft fignifié chafcun diceux, qui
{ontiufques d nonante? certes (en mon exemplaire)
par oau commencement de chafque premiere colom-
ne , & femblables exemples font fort communs en
plufieurs autres tables. Or fiencore le o ne fuft pas
cela en nombre, ce que le poinct eft en ligne, l(diéts
grans mathematiciens, voire la nature auec eux, ong
en ceci tous falli; Soitainfi, doncques au poinét fe re-
‘fere quelque autre chofe que o, pofons que ce lfoj;

{e On

[Note: The meaning of the next paragraph seems to be the following. Take
the sine table of Regiomontanus, based on sine 90° = 107, see our Introduction |
to the Trigonometry and The Tenth. It looks as follows:

minutae sinus minutae sinus
gradus 0 ‘gradus 3
0 N : 0 0 523360
1 : 2909 1 526265

In other words: sin 3° = 523360, sin 3°1’ = 526265, sin 1’ = 2909. Hence
sin 1’ may not be taken as “beginning”, since sin 3°1’ is not the same as sin 3°,
but sin 3°0’ is.the same as sin 3°. The line (half-chord of the double arc) re-
presenting sin 3° is not increased by a point, but the line representing sin 3°1’
is increased by (about) 2909.]
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felon voftre opinion 1,& enexaminonsla verité, met-
tant 1 pour lecommencement ou extreine poinét (par
exemple) du 3¢ degré, auquel correfpond §23360 (ie
parle delatable de Iean de Montroial, la oule demi-
diametre faidt 10000000) maisceci eft faux, car a 1
comme demonftre ladicte table, correfpond §26:65:
Ou bien pour veoir double rencontre, il appert que o,
commencement du nombre,correfpond 4 o,poinét &
commencement du quadrant, alencontre duquel w
veux mettre 1, maisd 1 correfpond 2909. Doncques
1 nc fignifie pas le poin&, mais o; Etquinele peut
veoirlauteur de Nature aye pitic de fes informunez
yeuls, car la faute n’eft pasen Pobied, ains 4 laveue
quenousne lui fcanons pas donner.

QVENOMBRENEST POINCT

QVANTITE DISCONTINVE.

N ovs pourrions ici deferipre plufieurs inconue-
niens , procedez du fufdi@ faux fondament,
mais veu qu'ilavroit bien meftier d’vn traite pardi-
culier, ce ne fera pas ici fon lieu: Mais parce que nous
avons di¢k ci deffus,que 6,prolonge inflques en o,fai&
vn continue nombre de {oixante, contre le vulgaire.
Nombre eft quartise diftontinue on difioinéte. il nous faue
encorerefuter cefte impropre definition ainfi:
Tout ce qui n'eft qi'vne quantité, w’eft point quan-
1i1€ diffoinite;
Soixante felon qu'il eft nombre, eft vne quantite (4
feauoir vnnombre. )
Soixante doncques felon qu'il eft nombre, neft point
quantité difieintte.
uant

Stevin then argues THAT NUMBER IS NOT DISCONTINUOUS QUANTI-
TY. He presents the syllogism: _

“All that is only a quantity is not a discontinuous quantity. Sixty, since it is
number, is a quantity (to wit, a number). Hence sixty, since it is number is not a
discontinuous quantity”. : :

It cannot be argued that because this integer quantity can be divided into
sixty unities, thirty dualities or twenty trinities, it is discontinuous, since the
proposed magnitude [represented by sixty] can equally be divided into such parts,
which would show that a magnitude 1s discontinuous. “To a continuous magnitude
cotresponds the continuous number to which it is attributed”. “Number is some-
thing in magnitude as humidity is in water, it penetrates like this into every part
of its magnitude; and just as to a continuous water corresponds a continuous
humidity, so a continuous number corresponds to a continuous magnitude”, and
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Quant 4 ce que vous diuifez par voftre imagina-
tion, cefte propofée vnique & entiere quantitc en
foixante vnitez (ce que poutries faire par mef{ine rai=
fon entrente dualitez,ou vingttrinitez, &c.) & que
puis apres vous definez le diuife, ce n'eft pas definition
du propofé dont il eft queftion : vous pourriez fem-
blablement diuifer fa propoféc grandeur par 'imagi-
nation en foixante parties, & puis par me{me raifonla
definir eftre quantité difcontinue , ce quieft abfurd.
Commedoncquesla generale communauté de gran-
deur & nombreaux autres, ainfien ceftui ci;d fgavoir
4. vne continue grandeur, correfpond le continue
nombre qu'on luiattribue, & telle difcontinuité que
puis apres recoit la grandeur par quelque diuifion,
femblable difcontinnité regoitaufli {fon nombre. Et
a find’en parler par exemple, le nombre eft quelque
chofe telle en grandeur, commel'humidite en Pean,
car comme cefte ci feftend par tout & en chafque
partic de Peau; Ainfi le nombre deftiné 4 quelque
grandeur feftend par tout & en chafque partie de fa
grandeur:Item coinme 4 vne continue eau correfpond
vne continue humidité, ainfi 4 vne continue grandenr
correfpond vn continue nombre: Irem comme la
continue humidité de Ientiere eau, fouffre la mefme
diuifion & dificin¢tion que {on cau, Ainfile continue
nombre fouffre la mefme dinifion & dificinéion que
fa grandeur; De forte que fes deux quantitez ne fe
peuuent diftinguer par continue & difcontinue, dont
nous pourrions exhiber plufieurs argumens , mais
nous le conclurons par cefteleur contradiction. Nom-
bre (difent ils) es? quantité diffoinde , & alieurs ancon-.
waire Nomlre eft quantité conioincte oucompofée de mul-
2 titude

is subjected to the same division and disjunction. Stevin refers to his Mathema-
tical Thesis I (p. 202).

[Stevin uses the terms nombre, quantité, grandenr, here translated by number,
quantity, magnitude. The relation of number to quality is expressed by Def. I;
magnitude is more concrete. Stevin says that number explains quantity, but exists
in magnitude as humidity in water. See further p. 10. Stevin here wrestles with
what we now understand as the arithmetic continuum, that is, with the notion of
real number, see our Introduction}).
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titude d'vait:2. ; Certes fi les vnitez font conioindtes,

clles nefont pas dificinétes , ny par confequent leur
conionétion, ne produict poin@ quantité dificincte.
Nousaccomplironsia refte par la premiere thefe de
noz thefes Mathematiques.

DeriNiTION 111

Lescharafderes par lefquels [e denotent les
nombres font dix : df¢anor o fignifiant com-
mencement de nombre, Et t cun, €t 2 deux,
Et 3 trow, €t 4 quatre, Et scinc, €26 fix, €t
7fcpt, Et 8 huiét, €t 9 neuf. -

DerFINITION II11.

Chafgques tross charateres dvn nombre
[appellent membre, defquels le premier, fone

les premiers tros charatferes 4 la dextre, Etle .

Jecondmembre , les tross charaiferes [winans
cvers la fenestre ; Et ainfipar ordre du troi-
Jie[me membre, &) antres [winans,tant quily
en aurd annombre propofc.

| ExrLicATION.

Soitquelque nombretel 3 7876297, Les 297.

Pappellent premier membre,& 8 7 6 fecond, & 3 §7
woificfme.

Deria
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or a composite multitude of unities”
se¢ our Introduction.}

4

-48 -

In Defs. III—XIII the number symbols 0, 1,...., 9 are introduced, together
with some elementary concepts, such as prime and composite number. In Def. VI
Arithmetical Number is defined as abstract number, conceived as devoid of
magnitude. In Def. VII Stevin stresses his position: “An integer number is unity
[a direct challenge of Euclid VII Def. 2,
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DEFINITION V.

Le premicr ckaraltere du premicr membre
commengant d dextre ers la feneStre , frgmfie
[implement [a valeur, le fecond antant j; 013
dix quil contient vnitez,le troifie[me,autant
des fors cent quil contient vmitez_ ; Etle pre-
mier charaltere du fecond membre | autant de
Sois mille sl contient vnitez ; &/ ainfi par

~dixiefme progre(fion des autres charateres con-
tenuz en tout nombre Pro[;q/‘e'.

ExrrLIicATION,

Soit quelque nombretel 756871 30789276
Doncques felon cefte definition le premier charactere
6, faiét (ix, & le 7 fuinant feprante, & le 2 fuinant deux
cent, & le 9 neuf mille,& ainfi des autres. Pourdonc-
ques expliquer ce nombre ; on mettera fur chaflque
premier charactere de chalque membre (excepté le
premicr) v poinét; Puis on dira, feprante cinc mille
mille mille mille (2 fcauoir autant des fois mille
qu'ily ades poinéts depuis le 7 iufques 4 la fin) fix
cents huiCtantefepr mille mille mille, cent trente
mille mille, fept cens huiGanteneuf mille, deux cens
feprante fix.

DEFINITION VI
Nombre Arit/ametique estcelut qiton expli‘
que fans adieChif de grandeur.
A Exrri-
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ExPLICATION.

Le nombre d deux efpeces, delquellesPvneeft ex-
pliquée paradietif de grandeur, comme les nombres
quarrez , cubiques, racines, quantitez, &c. lefquels
nous appellons nombres Geometriques, & feront de~
finiz 4 la (econde partie fuivante; Paatre efpece eft
fimplement expliquée fans ledi& adieif, comme vn,
deux, trois, trois cincquiefmes, &c. Nous appellons
tels nombres par diftin¢tion de I'autre efpece, noin-
bres Arithmetiques. '

DeriNiTION VITI.

Nombre entier oft Ynité, oucompofée mul-
titude dvnitez,

DEerFiNITION VIII.

Nombres entre eux premiers [ont ceus qus
v ont point de multitude dvmier, pour com-
mune mefure.
ExpricAaTIioNn .

Comme §&7outo& 13 & femblables: par ce
qu'ils n’ont point de multitude d’vnitez, qui leur foit

commune mefure , fappellent nombres entre eux
premiers.
DerinNiTION IXW

Nombres entre eux compofez_ font ceux qui

ont multitnde dvuitez, posr commune mefire.
ExrrLis

505
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ExrricaTion.
Comme 9 & 12 par ce que nombre de multitude

d'vnitez a fgavoir 3,¢ftleur commune mefure, ils fap-
pellent, nonbresentre cux comn pofez.

DerrnrTion x

Nombre rompu,eff partic o parties de
nombre entier.

Exrricarion.

Commeeftantvn diaifé en trois partics egales,vne
des mefmes eft nombre rompu, quon defcript ainfi
+ & fappellevn tiers. Ou ertant 1 parti en quarre
partiesegales, trois des mefmes eft nombre rompu:
lequel fe deferiptain(i - & Fappelle trois quarts, ou
eftant 1 partien trois parties cgales, fept de telles pa-
ties eft nombre rompu qu'on defcripe ainfi - & fap-
pelle fept troificfines

DerrNiTIiON X1,

Noumeratenr de rompu.eft le nombre [upe-
riewr exp[ic.mt la multitude des parties y con-
tenues.

ExrricaTionN.

Soient trois quarts defcripts ainfi -, doncquesle 3
fappelle numerateur, par ce qu'il explique on nombre
la mulcitude des parties contenues au mefmerompu:
car 5-eft v rompu compofé de quartes, & le 3 nous

A4 monftre
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monftre(comme en nombrant)que des mefines quar-
tes il en y a wois, d’ou il et appell¢ numerateur.

DeriniTiON %11,
Nominatewr de rompu, eft le nombre infe-
rieur explicant [a qualite. |
ExpricaAaTiON,

Soient trois quarts defcripes ainfi -2-+ Pinferjeur
nombre donc 4 parce quil explique {a qualité ou quil
nomme quel rompu ceft, 4 fcauoir vi rompu de
quaries, on lappelle nominateur.

DEFINITION X§113,

Rompn premier 2 celui dugquel le mumera-
teur @/ nominatewr [ont nombres entre eux
premiers. '

ExrLicATION.
Comme - ou-3- & femblables.

LA
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9
LA SECONDE PARTIE,

DES DEFINITIONS DES
NOMBRES CEOMETRIQVES.

Q PR ES que lesanciensauoient apperceu la ver-

t de la progreffion des nombres comme ceux
ci2. 4. 8.16. 32. &c.ou 3. 9. 27.51. 243,&¢. laoule
premier multiplié par foi, donne pour produiétle fe-
cond delordre, puis le fecond autrefois multiplié par
le premier, donne le troifiefime de Pordre, & le troi-
fiefine mukiplié parle premicr donne le quatriefine
de lordre & ainfi desauttes; car 2 parfoi faict 4, le
mefme par 2 faict 8, & ceftui ci par 2 fai& 16, &ec.
Semblablement 3 par [oi fait 9, le mefme par 3 fai&
27, & ceftui-ci par 3 faik 81,&¢c. Ils ont veu quil
eftoit neceffaire, de donner des propres noms a. ccs
nombres, par lefquels on les pourroit diftinétement
fignifier, agpellnns le premier en T'ordre Prime, que
nous figniherons par (L, & le deuxiefme en Pordreiils
le nemmoient Seconde, que 1:ous denoterons par (2),
& ainfides autres, par exemple: :

©2. @4 38 @16 B32. 64 &e
. Item
D3 @9. @27. ®81. B243. @729,&c.
Puis voians que ce ptemier nombre, eftoit comme
cofté de quarré, & le fecond fon quarre, & le troifief-
me le cube du premier, &c. & que cefte fimilitude des
nombres & grandeurs, manifeftoit plufieurs fecrets

desnombres, ils leur ont aufli atuibué les nomsdes
Ay grandeuss

Second Part

If we take sequences like 2, 4, 8, 16, 32, etc, or 3, 9, 27, 81, 243, etc. {4,
a2, a3, a4, . ...], the first number is called prime and denoted by (@), the second
is called second and denoted by (2), etc. {These symbols thus stand here for ex-
ponents of arbitrary numbers.] “In view of the fact that this first number is
like the side of a square, and the second like its square, and the third like the
cube of the first, etc.,, and that in this similitude of numbers and magnitudes
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grandeurs, appellans le premier Cofté, le fecond

Ruarré , le woiliefme Cube ,&c. & confequemment

tous ces nombres ¢n gr:neral Nombres Geomerrigties.
Mais confideré I'viilité de la parfaicte intelligence de

la communauté de ces nombres auec leurs grandeurs,

nous de{criprons ces grandeurs par ordre comme leur

fondament, encefte [orte:

DESCRIPTION DV FONDE-
MENT DES NOMBRES
GEOMETRIQVYES,

S o1t tirée la ligne A, de laquelle laquantité foic
plusgrande que vnit¢ comme 2(2 doigts ou pieds,
ouce que I'on voudra) Puis {oit efcript le quarré B,
duquelle cofté foitegal i 1a ligne A,& femblablement -
le cube C.duquel le cofte foitegal a A, Item le docide
D (ceft 4 dite poutre ou folide rectangle, qui ale cofté
entre deux quarrez oppofites plus fong que le cofté du
quarré) en telle raifon au cube C,comme le nombre
expliquantle quarte B, au nombre expliquantla A, &
& que fa bafe quarree (comme anfli de tcus les doci-
des fuiuans) foitegal auquarré B. Puisle docideE,
en telleraifon d D,comme D 2 C. Item ledocide Fyen
telle raifon 4 E, comme D C: & ainfi on pourroit
continuer plusauant. Puis {oit tirée la ligne G,refpon-
dantea I'vnit¢: 4 fcauoir 4 telle vnité,comme A en
fai@ 2. Item foittirée laligne H, moienne proportio-
nelleentre G & A.Item la ligne I antecedente de deux
moiennes proportionelles entre G & A, & les quanti-
tezdes grandeurs feront telles A 2,B 4.C $.D16.E 32,
F 64. H. racine quarrée de racine quarrée de 4 (3
: fqauoir

many secrets of the numbers are revealed, the Ancients also gave these_numbers
the names of magnitudes, calling the first Side, the second Square, the thll‘(’i’ Cube,
etc., and consequently all these numbers in general Geometrical Numbers'. {On
the different names given to the powers, see J. Tropfke II, pp.”132-‘16,2’; Stevm s
contention that “the Ancients” called the first power “costé”, “side”, is only‘
partly correct, since there were other expressions. A term in common. use was
“cosa”, Latin “res”, usually for the first power of the unknown quantity, but in
P. Ramus’ Arithmetices _libvi duo, Basle, 1569, we find the name “latus”,
which means “side”.}
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fcauoir du quarré B) & I racine cubique, de racine cu-
bique de 8 (4 fcanoir du cube C)& L vaudra 1. Et fera
acheuc¢ le premier reng procedant dela ligne A maicu-~
re que vnité,

Soitaufli defcript de mefmefortele reng X. L. M.
N. O.P. Q_R. S.defquelles N, foit ligne refpondante
ala A, & faquanticé foit de vnité, & O foit quarré,

* quantité refpondante a la B,& ainfi des autres, & tou-
tes les quantitez comme P QR S, feront cubes & la
quantit¢ de chafcune grandeur fera 1. Et fera acheué le
fecond reng procedant de la ligne N, de laquelle la
quantité eft vaite.

Et de mefme forte foitdefcript le reng T.V.X.Y.
Z.A A.BB.CC.D D.defquelles Y foit ligne refpon~
dante 4 la A, & faquantite {oit moindre que vnite,
comme -, & Z {oit quarré,quantité refpondante d la
B, & ainftdes autres, & les quantitez BB.CC.DD.
feront proportionels plinthides, c’eft a.dire willesou
folides rectangles, qui ont le cofté entre deux quarrez

- oppofices plus court que le cofté du quarré, & leurs
quarrez font egaux auquarré Z. Ert les quantitez des
grandeurs feront telles Y - Z . AA-.BB %.
C C ;5. DD &. X racine quarrée de racine quarrce
de 2,4 {Gauoir du quarré Z, 8V racine cubique de
racine cubique de—-, d {¢auoir du cube A A,& T vau-
dra1. Etferaparfai@t le troifiefine reng procedant de
laligne Y moindre que vnité.

G.L

‘Stevin then shows how well these numbers correspond to their magnitudes.
[See the figures: here the line segment A represents 4 > 1, Stevin’s (@), here
equal to 2; square B represents 42, cube C stands for 43. To represent a¢ = 43.a
Stevin piles cubes C 4 times in top of each other and gets a “docid” D, i.c. a
rectangular block for which the side between opposite square faces is longer than
the side of the square, here D : C = B : A. For the representation of 45 = 43.42
cubes C are piled up in number 42, 42 now taken as an abstract (arithmetical)
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number; the result is a docid E, E : D = C : B, etc. This is repeated for the
case 4 = 1, which gives the sequence N, O, P, Q, etc., and 4 < 1, which gives
the sequence Y, Z, AA, BB, etc.; AA is called a “plinthid”, i.e. a rectangular
block for which the side between opposite square faces is shorter than the side
of the square, from wAivdos brick. Some people represent F = 46 = (42)3 as a
cube with side 42, but then we must say that the side of F is 42, of which the
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side is 4, and Stevin does not like this. — Stevin writes 44/ 4 for our VVa..

W (38 for our V[% "= -2, To represent4/2 (see figure) he takes a line
of unit length G, and then constructs a line H as the mean proportional between
GandA;G:H:H:A,G:1,A:2.WhenG:I:I:']:
] : A, he gets I = 132, The same is done for 4 =1, where K and T are unit
segments. Hence (J) is defined by 1 : =0 : Q.
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Voila acheuée la defeription du fondement des
nombres Geometriques, par lequel nous efperons fa-
cilement demonftrer leurs vraies proprictez, & refu-
ter legitimement quelques abfurditez en vfe.

Premicrement faut confiderer, que au lieu deno-
ftre {exte quantité F qui eft docide,& de la fexte quan-
tit¢ D D quieft plinthide, il eft vuigaire d'en faire vix
cube qu'ils appellent cube de quarr¢, ouquarre de cu-
Jbe. Erfemblable difference y a il cn toutes les figures
fuinantes la quarte quantité : mais que ces formes ci
font les vraies & naturelles & pas celles la , appert en-
tre beaucoup d’autres par la racine, ou le cofté des
mef{mes quantitez. Par exemple'on requiertla raci-
neoule cofte de ladi&e fixiefme quantité F 64, nous
difons tous qu'il eft 2, Or voions quelle des figureseit
propre, vraiement c’eft le docide, & point le cube: car
ilapperten noftre figure F,que chafque cofté des bafes
eftegald A, qui faict 2 par 'Hypothefe : maisquand
au lieu de F docide, fera fai€t vn cube; fon cofté fera 4:
on dira doncques que le cofte de 4.¢ft 2,qui eft abfurd.
Et de mefme forte quand le cofte de tel cube fera 100,
tu le diras eftre 1o. Item quand pour la fixiefme quan-
i DD o quielt plinthide,on met vn cube,nous di-
rons tous que {on cofté fera -, ce quieft vraiau plin-
thide, mais au cube il fera manifefte qu'en tout fon
corps n’y a aucune ligne [i longue , car fon coft¢ fera
fealementde -, ergo abfurd, Et femblable impro-
prieté (¢ pourra demonltrer aux autres quantitez. Tel-
les figures doncques nenous expliquent pas les vrais
fondemens.

Aufecond; ven que la proportion des quantitez cft
continue,¢'cft equitable & vtile, que la mefme conti-

nuité
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nuité appertaufli d P eeil aux figures, comme au prece-
dent fondement. Larcfte dependant de cefte matiere
feradeclairee au fuinant chafcun en fon lieu, la ou il
viendra d poindt.

DEFINITION XIITT.
ommencement de quantité, eft tout nombre
Arithmetique oy radical quelconque, fon cha-
ralfere eSttel ©.

ExrLIcATION.

Comme (parexemple) Ceft autre chofe au zodia-
que le commencement du Bellier,autre le premier de-
gré du Bellier: carl'vn eft poinét, lautre ligne : 4 {ca-
uoir la;% de fon circle. Ainfi voulons nousici par c6-
mencement de quantité fignifier autre chofe que par
premiere quantité de laquelle la definition fenfuir.
Doncques tout nombte Arithmetique ou radical
quelconque, qu'on vfe en computation algebraique
comme 60n + 30uz-4/3, &c. nous appellons
commencement des quantitez, le charaéterc le figni-
fianteft tel (©):mais fera feulement v{@ qnand les nom-
bres Arithmetiques ou radicaux ne feront pas abfolu-
tement defCripts.

DeriNrTION XV,
Prime quantite,e5t vme lgne droibte nom-
bre expliquée, fon charalZere eSt tel ©.

ExrrricaTion.

CoMME la ligne A, nombre expliquée 2
{canoir

Defs. XIIII—XVIII define the beginning (), prime quantity (7), etc. to fourth
quantity (3). The beginning of quantity is an arithmetical number or a radical, such
as 6,4/3, 2 + /3. [Stevin here makes a remark similar to that on p. 4: the be-

ginning of Aries is different from the first degree of Aries. We notice that Stevin’s
(©, unlike our «°, is not identified with 1. Stevin has to discriminate between
an arithmetical number and a radical, since a radical is a geometrical number, see

Def. XXXI.]
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fcauoir 2 fappelle prime quantité, & de mefme forre
eft prime quantit¢ laligne N, de laquelle Ie nombre
Pexplicanteft 1. Item laligne Y de laquelic le nombre
Pexplicanteft .

DEeriniTION XVI,

Seconde quantité, eff vn quarre defcript
dvne ligne egale ala prinie quantité, fon cha-
rastere efttel @. a

ExrricaTion.

Comme le quarré B, fappelle feconde quantité, &
de mefme forte {ont fecondes quantitez les quarrez

O&Z

DeriNtTIiON XVII.

Twerce quantitc,eff vu cube duquel le coffe -

eft egal dla prime quantive, fon charattere eff
tel 3.
ExrrtcaTion.
Commele cube C, fappelle tierce quantite, & de
meline forte font tierces quantitez lescubes P & A A,

DEFINITION XVIIIL.

Quarte quantite, eft vn folide rettangle du-
quel dessx Zaﬁ: oppofites font quarrez eganx 4
la fecond: quantité, @/ en telle raifon 3 1 tierce

' quan-

515
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quantite, comme le nombre de lafeconde quan-

tit as mombre de la prime quantire: fon cha-
raltere eSt tel © . Quinte quantité eft v folide

rellangle duqueldeux: bafes oppofites font quar-

rex egaux & la feconde quantite, ¢/ en telle rai-

Jon alaquarte quantité, comme la quarte 2 la
“tierce. fon charalere St tel ©. Et lamefme

raifon atoute autre quantité confequente 4 fon
antecedente.

ExrricATION.

Commeles folides re@angles D.Q. B B. fappel-
lent quartes quantitez. Item les [olides re@anglesE &
R & C C fappellent quintes quantitez, & F.S.D D.
fextes quantitez & ainfi des autres femblables.

NoraA.

11 eft 4 noter que les trois premietes qnantitez def-
quelles auons dict ci deflus (3 fgauoir prime, feconde,
& tierce quantité )ne changent point de forme,comme
faict la quatriefme & autres enfuinantes: c’eft 4 dire @
eft toufiours quelque ligne droicte,, & (@ toufiours
quarte. Er la troifiefme quantité toufiours cube,
mais la quarte quantité & autres fuiuautes ne font pas
toufiours figures de méfine forme:car quand le nom-
bredela @ eft maieur que vnité, feront tous docides,
& cftant vnité feront tous cubes: mais eftant moindre

que vnité feront tous plinthides.
| 2
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QVE LES DIGNITEZ OV DE-
NOMINATEVRS DES QVANTI-
we font pas nece(Jarcmemt nombres entiers,

marn Zatentiellement nombres rompuz. ¢
nombres radicanx quelcongies.

Il eft affez notoire A ceux quifexercent en compu-
tations algebraiques (car c'eftd eux que nous patlons
ici) que quand il y a d extraire racine quarrée de (3,0u

. de (3, ou bienracine cubiquede (22 & de femblables,
quil faur dire, quec’eft racine d’autant. Pax exemple
racine quarréede 4 @ fedict +/ 4 ®, la raifon eft, qu’il
n’yaen vie aucunes algebraiques quantitez qui pour-
roient autrement fignifier tellesracines. Toutesfois le
* en circle feroit le chara&ere de racine de (©),parce que
le mefme ({uivantla reigle de multiplication desau-
tres quantitez) multiplié en {oy donne produidt @, &
par confequent ien vi circle feroit le charactere dera-
cine quarrée de (), par ceque telle  en circle mulsi-
pli¢e en foi donne produiét (3, & ainfi des autres; de
forte que par tel moien on pourroir de toutes fimples
quantitez extraire efpeces de racines quelconques,
comme racine cubique, de (2 {eroit {en circle, &c.

Or par la confideration de ces chofes nous eft deue-
nu manifefte ce qui au pnrauhnz nous eftoit plusob-
feur, 4 (cauoir que la prime quantité,laquelle les alge-
braiciens vfent pout F'infericure ne Peft pas, confideré
ce qui confifte potenticllement cn eux: mais commeil
y avn infini maieur progres des quantitez depuis I'vni-
té,ou de la priine quantité en afcendant, comme ® (@
@ ,&c.ainfiya il femblable infini moindre progres de

la prime

- Al

It is not necéssary to consider only integers inside the circles (@), since (3) can
stand for the square root of (3), and for the cube. root of (). [The number
inside the circle is called “dignity” or ,,denominator”, our. “exponent”. Stevin
does not think much of their use in the theory of equations; perhaps they might
be convenient if equations more complicated than biquadratic enes could be solved
with their aic\l, but he did not succeed in doing so. As a matter of fact, even now
we solve equations with fractional exponents by reducing them to equations
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la prime quantité en defcendant, qui fe pourroit figni- -
fier par &. L. encircles, & fi pourroiton par les melmes

roceder comme par denominateurs entiers.

Or fil'viage de telles quantitez pouuoit ananceren
la reigle de trois algebraique(vulgairement dicte equa-
tion) a fGauoir que par icelles v fceutt venirau deflus
desquantitcz @ (3 (2 © @ de Lois de Ferrare (cequ’-
auons tenté,mais cdbien quainfi ie pouuois extraire ra-
cines de toutes quantitez;routestois n’y auons peu aue-
nir,comme 4 fon lieu en dirons plus amplement)certes
leur vfage feroit par raifon 4 conceder. Mais neftant
cela pour I'heure pasainfi, vferons feulement les vul-
gaires entieres, d’autant plus que routes compurations
algebraiquesfe peuuent achener fans icelles. Cardla
fin autant faifons par racine de 4 (), comme par 2 mis
deuant} en circle. Tellement que par ce difcours auons
feulement voulu manifefter ce qui confifte potentiel-
lementen la matiere, 4 fin que par ainfi rendiffions le
fubie& plus notoire, Il pourroit aufli auenir que celte
fouuenance cauferoit a vn autre quelque anancement,

DeriNniTIiON XIX.
Nombre algebraique entier, eSt quantite on

compofee mulsitude de quantitez.
EXPLICATION.

I eft 4 confiderer quintegrité ou fraction de nom-
bre algebraique, ne fe refere point au nombre de mul-
titude, ou valeur de laquanuté ; mais fealement 4 la
denomination ou dignité dricelle,car 2 M ou ¢/ 2 3)
& femblables, fontautant nombres algebraiques en-
ticrs come 3 (D,par ¢ que come nousauons di& nous

‘ B2 prennons

with integer exponents. Stevin seems to have played with the idea that just as
there exists a specific theory for equations of degree 1, 2, 3, and 4, there might be
a specific theory for equations of degree 1/,, 1/5,... The Louis de Ferrare of
p- 19 is Ludovico Ferrari (1522—1561), who reduced the solution of the bi-
quadratic equation to that of an equation of the third degree, see our Intro-
duction. ]
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prenons feulement regard a la denomination de la
quantité, qui eftici entiere: mais fraction algebraique
eftrelle comme la definition en fui.

DeriNtTION XX,
Nombre algebraique rompn, eft partie on
Partie: de nombre a{ge/araigue entier.

ExrricaTIiON.

Comme 32 eft nombre algebraique rompu, qui
fexplique ainlt; deux primes diuifégs par wois fe-
condes. -

DesrnITION XXI.

Quantitez_entre elles premieres, font celles
qui 1 ont point de diner(es efpeces de quantitez,
pour commune mefure.

DEFINITION X¥ITI.

Quantitez_entre elles compofees [ont celles,
qui ont dimerfes cﬁece; de quantitez_ powr com-
mune mefure.

DeErFiNITION XXI1T,

Rompu algebr aique premicr o5t celui duquel
le numeratenr &) nomnatewr [ont nombres
entre eux premiers.

DeriniTION XXITII.
Quantitex continues en bordre, font celles
entre

Defs. XIX—XX give the definition of Algebraic Number. An integer algebraic
number is a quantity or a composite multitude of quantities, a fractional algebraic

number is a part or consists of parts of integer algebraic numbers. Hence -1-@,

. — 2 .
V2 @), 3 @ are integer algebraic numbers,% is a fractional one. [Thus we

have: a) arithmetical numbers, which are abstract numbers, b) geometrical num-
: t 1

bers, which are of the type 4, 42, 43,..., 22, 43 ,..., and c) algebraic num-

bers, which are multiples of these with arbitrary coefficients, or quotients of such

multiples, hence numbers we should write with negative exponents.]
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entre lefquelles ne defant aucune quantité de

lewr naturelle progrefSion.

EXPLICATION,

Comme @& @, Item(Z& Q. Iem©TCEZ G @
&c. f’appellent quantitez continues. Et par le contrai-
re cft manifette qu'elles quantitez font difcontinues, &
fcauoir comme ) & @), 0u @2 & (3), &c.

DeriNITION XXV,

Superseure quantité eSt celle, de laguelle le
nominateur bexplicant eff maseur.

ExrricaTION
Comme ® appellons furericure ou plus haulte
quantite que @ ou @,& pat le contraire eft manifeite
quelle eft quantité inferieure. Nous appellons telle
quantité, quantité {uperieure;a fin d’ofter 'ambiguité
quife rencontre enles appellans quantitez maieures:
par exemple foient 6 @ & 3 @, Or fi 'on patle ici de
maieure quantité fera chofe ambigue quel des deux
{crala maieure: 4 fcauoir file vocabﬁ: maieure fe deura
referer au nébre de la multitude des quantitez:en quel
refpect feront maieures les 6 (D;0u enrelpect des no-
minateurs des quantitez, felon lequel font maicures,
les3@. Ou enrefpedt deleurs valeurs , felon lequel
chafcun pourra eftre le maieur. Par exemple filava-
leur de 1 @ fuft 2,les wois (@ feront maieures, car
vauldront 24;& les 6 (@) feulement 1 2:maisfila valeur
de 1 @ fuft 1, alors au contraire les 6 () feront maieu-
res:car elles vauldront 6, & les 3 (@ feulement 3: mais
quand nous difons de la fuperieure quantité, ce fera
fans doubte parl¢ des 3 @. -
o B3 DErg-

[In Defs. XXI—XXVI we find a number of elementary properties of
algebraic numbers defined; Def. XXVI introduces us to algebraic multinomials,
or, as we say, polynomials, such as 348 + 542 — 44 + 6. Mark that Stevin
here uses + and —- signs, which he does not use in some other places.
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23 Le 1. LIVRE DARITH.
DeriniITION XXVI.

Multinomie dlgebraique eff vn nombre
confiftent de pluficurs dinerfes quantitez.

ExpricAaTION
Comme 3 @) + 5 @ — 4 ©+6 fappelle mului-
nomie algebraique. Et quand il aura deux quantitez
comme 2 @ -+ 4 (3 fappellent binomie, & de trois
quantitez fappellera trinomie,&c.

DEFINITION XXVII.

© applicquée a @nons nsmons quantitez pri-
miitines. €t quantite quelconque [upericure que
W applicquee a @ lewrs derivatines, @/ toutes
quantitez_ appliquees 4 © aufguels n'exiffent
autres inferienrs denominatewrs de quantitez. i
Lurs denominatenrs proportionels nous nom-
mons primitiues, €5 welles proportionslles lewrs

derinatives.
ExrricATioON.

Comme @) & @ nousndmons quantitez primitiues,
& leurs deriuatiues comme 2@, oud @,0u @ @,
&ec. Mais quand ilya plus d'vne quantité appliquée a
@comme Z@E, ou @ ©® @, ouG @O, 0u B
GO,oumRTE,ou® 3G HE, &c. auf-
quels n'exiftent autres inferieurs denominateurs 3
leurs denominateurs proportionels & de mefine mul-
titude, nous les nommons primitiues; & quand autres

appliquez

- Def. XXVII makes a distinction between polynomials such as ax + 5,
px2 + gx + #,Ix3 + mx 4 n», which are called primitive, and such as ax2 + b,
cx3 + d, pxt + gx2 + r, Ix6 + mx2 4 », which can be obtained from primi-
tive polynomials by replacing x by a power of x. These are called derivative.
Stevin observes that the theory of derivative equations is the same as that of the
primitive ones. On his mode of calling the theory of equations “the rule of pro-
portion of quantities”, see p. 264 and our Introduction.
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. pliquez nominateurs font 4 iceux appliquez denomi-

nateurs proportionels nommons iceux autres leurs de-
rinatifs,come ® (& @ font derinarifs defdicts @ @ ©
parce que comme 2 a 1 (denominateurs) ainfiga 2, &
parcillement dirons 7§ 3 @ eftre derinatifs defdits
(3 © ©,par ce que cdme 2 2 1 ainfi 6 a 3.Etde melime
forte dirons ) & @ cftre derinatifs de @ @©@. Et
femblablement®) 5 ® 3@, ou (1) B G © cftre
deriunatifsde @ @ (3 @ @, & ainfi desautres.

Mais pour dire del'viilit¢ de cefte definition faut
fcauoir qu'en laregle de proportion des quantitez,laou
par trois termes donnez, noas cherchons vn quatrie(-
me proportionel, les deriuatifsontla mefime maniere
d’operation que leurs primitifs. Comme fi les deux
premiers termes furent derinatifs, tels & @,ou3 @
ils auront vne operation femblable d cclle de leurs
primitifs (0 & @. Irem fi les deux premiers termes fu-
rent® & 2 (@, ou (g & (3: (9, &c. ils auront yneope-
ration femblablcble 4 icelle de leurs primitifs (2; &
(13 ©. Etainfi de rous autres: d'ou fenfuiura qu'envo
feul probleme, 3 fcauoirle 78. comprchendrons tous
les deriuatifs (qui fonten infini)des antecedens primi-
tifs ; Pourtant celui qui voudia bien enténdre ledit 78
prob. il fera neceflaire de bien entendre cefte defi-
nition.

DeriNIiTION XXVIII.

Quantitez_pofipofees font celles qui en bal-
gebre [z pofent ancunefois apres les pofitiues.
ExpL1CATION

Toutesles quantitez d’vne algebraique operation,
4 qui
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qui ne font pas notees du figne des poltpofees quanti-
tez {ont toufiours pofitiues ou premicres pofees, &
d'vne mefme progreflion, mais par ce queen aucunes
operations eft neceffaire de pofer quantitez d'vne au-
. tre progreflion que n'elt la premiere, appellons les
me{mes poftpofees quantitez, & leprs fignes fonttels,
1 fec (© fignific vne feconde @,c‘zﬁ adire 1 ® fecon-
dement pofée, cartoutes quantitez qui n'ont point tel
vocable comme 1 (D ou 3 &, &e. font pofitiues ou pre-
mierementpofees. Item 1 ter (T) fignifie vne tierce (0
ceftddire 1 (D tiercement pofée. Item 2 fcc G figni-
fie 2 fecondes (3,4 fganoir 2 @) procedans dela 1 fec @.
Item3 ® M fec @ fignifie 3 @ multipliees par1 fec (0, :
ou le produi¢t de 3 (O multipliees par 1 fec (. Item 3
(O M fec @ M ter (3 fignifie 3 © multiplices par1 fec
@ & le mefme multiplié par 1 ter 3. .
Item § & Dfec @ M ter @ fignifie 5 (3 divifees
par 1 fec D,& le mefine multiplie par 1 ter @, &e.

DEFINITION XXIX.
La prime quantité qui eff egale aw coste de
chafque quantite, [appelle aufi racine, la mar-
que de cofte on racine eff telle v .

ExrpricaTion.

Laprime quantit¢ dela 1§ definition fappelle aufli
metaphoriquement racine; & cela i canfe quecomme
1a racine eft fource de tout ce qui croift fur lui, ainfi re-
femble la prime quantité la fource ou racine de toutes
les quantitez de fon reng, & eft toufiours egal 4 chaf-
que coft¢ du mefine,comme A au fondementeft cg:{atl?

aucofte

In Def. XXVIII 1sec(d) is introduced as a sccond (1), an operation
which we perform by writing 5 instead of 4, or y instead of x. When we need
a third symbol ¢, or z, Stevin writes 1ter(?). In this case (1) is called positive or
first-posed, sec (D), ter (0), .... postposed, more specifically, posed secondly,
posed thirdly, -etc. Stevin's 3(D)Msec(l) is our 3ab, 3xy, 3pg, etc, his

2
3(DMsec(DMter(2) our 3abc2, etc., his 5(®Dsec(DMter(2) is our s34 2, etc.
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aucofté de B,de C,de D (2 fgauoir au moindre coflé
de D.)Lamarque fignifiant racine ou cofté eft telle 4/,
laquelle mife deuant 3; comme o/ G: denote racine de
ale,ou racine de tierce quantité: & femblablement o/
@ fignifie racine de quarte quantité. Et de mefine
forte pourrions dire 4/ 3 fignifier racine de quarré,on
de feconde quantité, mais pour la fignifier il eftenvfe
(a caufe de brieuet¢) de delaifferle figne 2,8 mettre
feulement 4/, par lequel on entend racine ou cofté de
quarré,

Q/E RACINE EST VOCABLE
CONVENABLE A LART.

Il y adesaucunsqui reietansle vocable racine,di~
fent,cofté de quarré ou de cube, ne fe pounoir nommer
racine {inon ineptement, mais 4 mon auis ils n'exhibéc
pas conuenablediftintion. Car combien que raci-
ne eft toufiours egale a cofté; toutesfois autre quantité,
eft racinecomme A, que cofté de B ou de C: pourtant
quand nousdifons racine de B, c'eft d dire A: car Aeft

fa racine ou fource: mais quand nous difons cofté deB,
quieftala A egal,adonc nous parlons ducofté eflentiel

de B. Nous vferons donc a bon droi¢t auec les anciens

le vocable racine 13 ouil viendra d poinct.
DEFINITION XXX

Racine de quarré de racine de quarré eft vne
ligne moyenne proportionelle entre la prime

. 7 ! \ 4
uantite, ¢/ ‘vue ligne reSpondante & lvnité de
amefme: (amarque eff tellesw/. €t racine cu-
bique de racine cubique.eft Lantecedente ligne
B s de denx

In Defs. XXIX—XXX the symbols for square root, fourth root =
square root of square root, etc. are explained. V means square root, or V(2. The
meaning of Stevin’s symbols in our notation is as follows:

1

{ —ree 1 J—
vV @a=Va=a? W@GZV/V;,?aT 444/,@'4=Vl/\/;= o

- A 3 —— 1 - 3/3—— L
V@Ea=8"a=a¢ g/ @a=VEBa=49 W ®a= ‘/VV;=¢27
t _ 1
‘\/@a:lV;:aT W@d=1}]4/;_=d1_6 etc.
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de dews: lignes motennes proportionnelles entre
la prime quantite @ wne lgne vespondante i
Evmité de lamefme.fa marque eff telle w @ .¢o»
ainft des antres femblables.

ExrrrcATION.

Commela ligne H fappelle racine quarrée de raci-
ne quarrée, 4 {gauoir du quarré B, car par la conftru-
¢tion du fondement elle eft moienne Proportionellc
entre A & G, laquelle G refpond il'vnite dela A,Sem-
blablement dironsla M, & X eftre racines quarrées de
racines quarrées. Et de mefme forte entendra onla
racine quarrée de racine qnarrée de racine quarrée de
Beftrela moienne ligne propordonelle entre G & H,
de laquelle la marque eft telle we/. & femblablement
procederaon eninfini pour lesracines quarrées de ra-
cines quarres quelconques.

Item laligneI fappelle racine cubique de racine cu-
bique (4 {cauoir du cube C) car par lalconftruction du
fondamentelle eft antecedente ligne de deux ;moien-
nes lignes proportionelles entre la prime quantité,&
vne ligne refpondanted I'vnit¢ de lamefme. quieft en-
weG& A. Etfemblablementdironsleslignes L& V
eftre racines de racines cubiques. '

De mefme forte entendra on la racine cubique de
racine cubique deracine cubique de C eftre Pantece-
denteligne dedeux moiennes proportionellcs entre G
& I, fa marque fera telle we/ 3). & ainfi procederaon
en infini pour racines de racines cubiques de racines
cubiques quelconques.

Erainfi procedera on en toutes les autres quantitez,

' car

Hence V() is the same as W numerically, but there is a difference in di-
mension (p. 30). The prime quantity (@) of Def. XV is considered the root, or
source of all other quantities, and is also the side of square (2), and hence can
be written V(). This (@) is also the side of cube (3) and can thus be written as
V@), or Va2 = a,B- 43 — a. Hence V stands for “root” or “side”..

The term “root” is appropriate despite the objection of some people, who claim
that a side cannot be called a root, because in the figure A is always the “root”
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car la racine de racine de quarte quantité, eft antece-
dente ligne de trois lignes moiennes proportionelles
entre G & A, delaquelle lamarque fera telﬁ: wo.

Norta1
Nousauons di&t 4 la 29. definition que racine de
quareé d marque telle #/. Iremala 30. definition, que
racine de quarré,de racine de quarré a marquettelles/,
mais fant bien noter cefte fyllabe de, car 4/, ne fignifie
pas fimplement racine, mais ily fautencorcadioufter
}’edi& de, veu quil y a grande difference entre racine,
& racine de. Commc par exemple 4/ 4 fignific racine
de-quarré 4, laquelle vaut 2, mais racine quarrée 4,
vaut 4,comme le quarté 16,3 fa racine 4,& point4/ 4.
Ledi¢t auvertiffement du vocable de, appliquera on
aufli 4 toutes autresracines comme 4/ (3), & @,&¢.
. Nora 2
Cefte marque fignifiant racine dequarré telle +/, &
deracine deracine de quarré telle 44/ cft par pluficurs
en vie, eft aufli fott commode pour telle }igniﬁcation,
& continunant telle progreflion fenfuit que we/ doibe
fignifier racine deracine, deracine de quarré. Ils font
donquesimproprement ceux qui par us/ veullene fig-
nifier racine de cube, veu qu'autre chofe eft racine de
cube, que racine deracine, deracine de quarré. Carla
ligne A aufondament eft (comme auffi de toutes les
quantitez fuiuantes) egale 4 laracine du cube C. Mais
racinede racine, deracinede quarre, eft la ligne moi-
tienne proportionclle entre G & H.laquelle eft bien
d'autre quantité (excepté quand la racine eft 1,comme
au fecond reng des figures du fondement) Etpour en
donner exemple ¢n nombres, il eft notoire que wy/
256.eft 2, mais 4/ @) 256, eft plus que 6.
Con-

or “source”. of square B or cube C. [Stevin always regards the various fractional
1.1, 1 .

powers g2, ‘a3, a% ...., with unit fractions as exponents, as line ‘segments.

In Nota 1 we are warned that there is a difference between “root” and “root of”,

V/ means “root of”, V4 is the root of 4, or 2, but when we speak of 4 as “root”,

we think of 16. “Which warning about the vocable of will- also apply to all

other roots such as V@), V@), etc.” In Nota 2 stress is laid on the difference
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8 Lt 1. LIVRE DARITH.
Concluons doncques que s/ ne peult diftince-

ment {ignifier racine cubique.

Quant aux figures comme %€ ¥ &c quau-
cuns fuiuans les anciens vlent an lieu de nozmar-’
ques (U @ @ (quaufli a v(é Raphael Bombelle,
cxcepté @) peuteftre que les mefimes ont vulgaire-
ment (comme aupres de nous L cincquante,C cent,M
mille,&c.)aupres les Arabesinuenteurs de P'algebre fi-
guifieles mefme que 1.2.3.&c.on © G @ . Mais quoi
quilen {oiti’entens la fignification detelles charattcres
neceflaires 4 PArithmeticien pour entendre les au-
theurs qui les vfent: mais en noftre Arichmeticque ne
les vicrons pas, ny aufli ceux qui feront felon noftre
confeil: car Pvilité des marques @ © @ G- @, &e.
eftrelle, que Poperation qui par iceux charaleres eft
obfcure, laborieufe, & ennuicufe, ( parce que relles fi-
gures ne nous fignifient pas vulgairement ce qu'ils de-
notoient d"auenture aux Arabes) fera par ces marques
claire,legiere, & plaifante. Car comme les characteres
5.2.3.4. §.6.7.8.9. 0. (en refpec de plufieurs autres
matques fignifians nombres) ne font feulemét bricues,
mais neceflaires:voireil femble que fansleur conuena-
ble & naturel ordre, il euft eft¢ impoflible 4 Phomme
de paruenir aux fecrets & Arithmeticque queil a acquis;
Etde mefme forte entendra on que ceci {ontles chara-
¢teres qui au naturel ordre font requis; lefquels aux
quatre numerations generales, & principalement aux
rompuz des mefmes qui fouuentesfois fe rencontrent,
voire ‘Par toutes computations algebraiques, donnent
telle facilité,que ce qua plufieurs ferontautrement im-
poflible de comprendre,leur fera facile,mettantle tout
au iugementde ceux quientendentlachofe. o

r

between \, /', M/  etc. and roots such as V(3); MV 256 = 2, this being
’ : 8

1B-28, and V(@) 256 is more than 6, this being 2 3 ~ 635.....0n p- 28
Stevin proclaims the advantage of his symbols (0), (@), (), etc. over the
“cossist” notation used by many sixteenth-century mathematicians, in which sy-
stem every power of the unknown is represented by its own sign. His symbols
are those of Raphael Bombelli (see our Introduction), with the exception of (o).

Stevin errs when he states that the “cossist” symbols are of "Arabic origin; see
J. Tropfke II, pp. 148 et seq. ]
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Or eftant ainfi definies les grandeurs du fonde-
ment, faut maintenant venir a leurs nombres,

DerINITION XXXTI.

Nombre expliquant la cvalewr de quantite
geometrique, [appelle nombre geometrique, &/
obtient le nom conforme i bespece de la quantité
quilexplique.

ExpricaTION.

Comme le nombte 2. explicantla valeur dela pri-
me quantité A,ou lenombre 1.lavaleur de laprime
quantité N, ou le nombre } la valeur de la prime quan-
tité Y, fappellent(par ce que les mefmes primes quan-
tes font racines) nombres radicaux. "

Item le nombre 4, explicant la valeur dela feconde
quantité B, & femblablement 1 de O, & de Z,fe
nomment (par ce que les mefmes fecondes quantitez
{ont quarrez) nombres quarrez.

Item le nombre 8, explicant la valeur delatierce
quantit¢ C, & femblablement 1 deP,& ;de A A,
fappellent (parce que les mefmes tierces quantitez
fontcubes) nombres cubiques.

Item le nombre 16 explicantla valeur de la quaree
quantité D, & femblablement 1. de Q,& 3 de BB,
fappellent (par ce que les mefmes font quartesquanti-
tez)nombres de quarte quantité; & ainfi des autres
femblables.

Item le nombre 2 explicant la valenr du cofté
de B, & femblablement 1 du cofté de O, & 7 du
coft¢ de Z, fe nomment (parce que fe font co-
ftez de quarrez) coftez de quarrez. Et 2 explicant la

valeur

' [Though the geometrical number has already been introduced on p. 10,
its definition is only given in Def. XXXI as the “number expressing the value
of a geometrical quantity and receiving its name in conformity with the operation
it expresses”.} Hence «, 42, 43, ... are called radical number, square number, cubic

number, ..., Va, B4, ... side of square, side of cube, . . . Then follows a pole-
mic against those who deny THAT ANY NUMBERS CAN BE SQUARES,
CUBES, ETC,, or that any root is 2 number; who deny, for instance, that 6, 7,
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valeur du cofté de C, fappelle coft¢ cubique, & de D,
cofté de quarte quantité, &c.

Ttem le nombre 44/ 4 explicant la valeurde H, &
femblablement W/ 1 de M, & w/} de X, fe nomment
racines quatrees de racines quarrees, parce que telles
lignes par la 30 definition font racines quarrees de ra-
cines quarrees.

Item le nombre 4/ 3 8 explicantla valeurdel, &
femblablement w/ @ 1de L, & 4/ 3 yde V, fappel-
leat racines cubiques de racines cubiques;parce que
telleslignes parla 30 definition font racines cubiques
deracines cubiques. NorTa.

11 eft vraique 4/ @ vautle mefine que #4/,comme
&/ 81 vaur 3, comme fai& aufli w/ 8 1. Maisentant
quel'vneeftligne comme H, & Pautre cofté de quan-

(=4
tic¢ comme D, elles font par raifon a diftinguer.

QVE NOMBRES QVELCONQUVES
PEVVENT ESTRE MOMBRES QVARREZ,

cubiques etc. Aufii-que vacine quelconque et nombre.

Puis que les nombres explicans les valeurs des
quantitez geometriques,tegoiuent vi nom conforme d
la mefme quantité (comme 4 ou 9 & femblables expli-
cans les valeurs des quarrez, fappellent pourtantnom-
bres quarrés, Item 8 & 27, &c. explicans les valeurs
de cubes,fappellent pourtant nombres cubiques)fen-
fuitque 6 ou 7 ou 8, & femblables explicans les valeurs
des quarrez, fe nommeront pourtant aufli nombres
quartez. Et g ou 10,etc. explicans les valeurs des cubes
fappelleront pourtant aufli nombres cubiques. Ce que
eftant apertement ainfi, fenfuit queceux la fabufent

qui

8 can be called square numbers, or 9 and 10 cubic numbers. Stevin’s main argu-
ment is that V8 is part of 8, and hence of the same matter, which is number. It is,
he says, only possible to say that the roots of 4 and 9 are commensurable with
them, while the roots of numbers like 8 are incommensurable with them.
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qui veulent le contraire. Mais quelle cft leur rai-
fon ? 8 medira quelqueaductfaire ne peut eftre nom-
bre quarré, par ce quil o’y a nul nombre qui mul-
tiplic en foi, produife 8. 1l eft vrai (dirail) quera-
cine de § en foi les produict, mais elle n’eft pas nom-
bre: Or ie luy pourrois nier quaucun nombre foit
pourtant nombre quarté, par ce qu'il fe trouuc nombre
qui multiplié en foi produi@ lc mefine nombre, confi-
der¢ quilobtient feulementle nom dequarté, pource
qu'il explique fa valeur, & point pour quelque autre
accident: de forte que 4 ou 9,0u femblables eonfiderez
fimplement, & abftraicts de quarrez,ne font pas nom-
bres quarrez: Mais paflant tout ceci,nous refpondrons
a fon propos,prounants que la 4 8, eft nombreen cefte
forte: La partie eft de Ia mefme matiere qu'e} {on en-
tier; Racine de 8 eft partie de fon quarré 8: Doncques
A/ 8 eft de la mefine matiere qu'eft 8 : Maisla matiere
de 8 eft nombre;Doncques la matiere de 4 8 eft nom-
bre: Et parconfequent 4 8, eft nombre. Auflique fe-
roitce de dire,le quarré de 4/ 8 eft 8, mais 8 n'eft point
quarre ? vraiement cCeftabfurd, & ne fe peut par di-
ftin¢tion tant faire, que tel fondement ne demeure
confus. Doncques 4/ 8 eft nombre,8 par confequent
8, voire & nombre quelconque, comme 4/ 6,0u 4/ 3
3 & femblables expliquant la quantité d'vn quarré,
ouen effeét,ou feulement parl'hypothefe,eft nombre
quarre. Ileftvraique 4 &9, & femblables font quar-
rez de quelque autre propricté quen’eft nombre quar-
r¢ 8, & requicrent diftin@ion;mais pas faulfe,n’y cau-
fant confufion, mais pluftoft facilité; laquelle feraque
ceux la {font nombres quarrez a leurs racines com-
menfurables, ceux ci incommenfurables.

Nous
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Nous pourrions faire plus long difcours fur cefte
matiere; mais tranfportant le different entre noz the-
fes mathematiques; Concluons icipour les raifons-
fufdices,que tous nombres quels qu’ils foient peunent
eftre nombres quarrez, cubiques, &c. Aufli que racine
quelconque cft nombre. ; '

QVELA QVINTE QVANTITE
NE SE DOIBT POINT NOMMER

Surfolidum, ouplus long dvn coffé.

- Les aucuns nomment la quinte quantit¢ furfoli-
dum; lesautres pluslong d'vn cofté: par furfolidum
denotentilz vne fourde quantité folide;Sourde(difent
ilz) par ce quelle n’a ny racine quarrée,ny racine cu-
bique difcrete; enquoi ils fabufent: car combien que
tel accidentauient d aucunes,il n’aviendra pointd in-
finies autres,car racine de quinte quantité 10 244¢ft 4,
& laracine quarrée dumefme nombre 1024, eft 32.
Item la racine de quinte quantité 32768, eft 8, & raci-
ne cubique dumefme nombre eft 32. Auflila poten--
ce de quinte quantité de 64, aura (par la 9 proportion

“du g liure d’Eucl.) racine de quinte quantité,& racine
quartée, & racine cubique; Etencore que ccla ne fuft
pas ainfi, ce feroit maunaife confequence de dire; la
quinte <}uann‘ té n’apoint de racine quarrée, ou cubi-
que difcrete ; ergo elle eft abfurde ; car comme le
quarré tient fa racine quarrée, & le cube fa racine cu-
bique,ainfi tient la quinte quantité, fa racine de quin-
te quantité. Doncques la quinte quantité n'eft point
fourde, ny furfolidum,

- Quantal'appellation de pluslong d'vn cofté, elle
© eft aufl

Stevin states that THE FIFTH QUANTITY SHOULD NOT BE CALLED
“SURSOLIDUM", or “longer at one side”. Some people use the term sursolidum
for (6 because it is a surd solid, having no square or cubic root. But this is hot so,
since 1024 has both a fifth root 4 and a square root 32, and 32768 has a fifth
root' 8 and a cubic root 32. Just as a square has its square.root, so (5) has its fifth
root. [This term sursolidum is found in Riese, Rudolff, and others for 45, but
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eft auili mal propre; veu que laquinte quantité R,cft
vn cube;auflique plufieurs autres quantitez comine
les quartes D, & B B, qui font aufli plus longues d'vn
cofté, toutesfois ne font pas quintes quantitez. A fin
doncques d’ofter d’vne parttoutes ambiguitez, & im-
proprictez, & que d'aultre part aurions vocables fer-
uans 4 la facilité de la doétrine, nous les appellons
quarte,quinte, fexte quantité, &c.

QVIL NY A AVCVNS NOMBRES
ABSVRDES, IRRATIONELS, IR-
regulicrs, inexplicables, ou fourds.

Ceft chofe trefvulgaire entre les Autheurs d’Arith.
de trai¢ter de nombres comme 47 8, & femblables,
qu'ils appellent abfurds, irratiorels, irreguliers,in-
explicables,fourds, &c. Ce que nous nions,a quelque
nombre auenir : Mais par quelle raifon Paduerfaire le
prouuera ilefprouuer 2 Il me diét premieremét,que ra-
cine dchuict eft 4 nombre Arithmeticque (come 3 ou
4)incomenfurable, ergo 4/ 8, eft abfurde irrationelle,
&c. Mais la cenclufion eft abfurde, veu que P'incom-
menfurance re caufe pasabfurdité des termes incon-
menfurables, ce que Pefproune par la ligne & fuper-
ficie qui font grandeurs incommenfurables; ceft A
dire, qu'ils ne regoiuent point de commure mefure,
toutesfois ny ligne, ny fuperfice weft quaniité abfurde
ny inexplicable car difantque celle la eft ligne,& cefte
ci fuperficie,nous I¢s expliquons. Erencore que cefte
incommenf{urance procreaft(ce que toutesfois ne peut
eftre;maispofons les cas)abfurdité 4 I'vine des quatitez
gbparces, nous trouucronsle nombre Aritheticque

autan

Stevin's derivation of this term from “surdus” and “solidum” is not generally
accepted.] The term “longer at one side” is also wrong, since the fifth quantity
R (p. 13) is a cube, and the fourth quantities D and BB are also longer at one
side. [This term may also have been taken from Rudolff, who remarks that
Boethius calls our 45 “altera parte longior”. See J. Tropfke II, pp. 148-149, and
our Introduction.]

-77 -




533

14 LE r. LIVRE D’ARITH.
autant coulpable , que le radical,car comme la Sphere
autant que le cube,& le cube autant comme la Sphere,
eft caufe de leur diffimilitude ; ainfi de ces nombres.
Mais pour faircencore autre prenue par deux quititez
d’vn mefme genre de grandeur,prenons le cofté & dia-
gonale d’va quarré,qui font lignesentre cux(par la der-
niere propofition du 10.liure d’Euclide incommenfu-
rables, touzesfois ny diagonale, ny cofté¢ (abftraiét de
nombre)n'eft ligneabfurde ou irrationelle,lincommé-
furanee doncques des quantitez,n’eftpas Pabfurdité -
icelles, mais Ceft pluftoft leur naturelle mutnelle habi-
tude. L’aducrfaire me replique qu'ily alignes rationel-
les, & irrationelles(defquelles traicte Euclide en fon di-
xiefme liure)les definitons defquelles (felon Campane
def. s & 7.que Zambert metla 7 & 8)font telles: Toute
ligne droiile propofée [appelle vationelle. Et les lignes
a icelle incommenfurables , [¢ nomment irrationelles:
Dontilconclud que les nombres explicans ces lignes
irrationelles, font nombres irrationelz. Ie refpons qu'il
eft notoire que ceft argument {oit inartificiel confiftant
en feuleauthorité,d laquelle il faut preferer irrefutable
raifon,qui eft; Premicrement que demonftrerons con-
tradition en cefke forte: Soit ligne propofée la diago-
nale (car la definition di¢t de toute ligne) d'vnquarré
duquelle cofté eft 2: Or cefte ligne propofée(dict il)eft
rationelle, & le nombre'explicant fera de mefme qua-
lité; parquoi le nombre explicant cefte ligne qui eft 4/
8. fera rationel: & d'aultre part ik que 4/ 8, eftirra-
tionelle;cequi eft contradiction. Anfecond nous pou-
uons demonftrer (mefines {elon le dire de l’aducrfgire)
. quenulleligne w’eft par {oi irrationelle:car £l i€t que
c'eft celle la (a fGauoir diagonale ou coft¢ de quarré)
qu'on

" Now Stevin draws his conclusion “THAT THERE ARE NO ABSURD, IR-
RATIONAL, IRREGULAR, inexplicable or surd numbers”. Such numbers as
V8 are often treated in this way. It is true that V8 is incommensurable with an .
arithmetical number, but this does not mean that it is absurd, etc. Or take, for
instance, a line and an area, which are incommensurable magnitudes,-since they
have no common measure. Moreover, if V8 and an arithmetical number are in-
commensurable, then it is as much (or as little) the fault of V8 as of the arith-
metical number, The side and the diagonal of a square are incommensurable lines,
but are not absurd. [Here Stevin quotes Euclid X Prop. 118, see Appendice p.
200.} If, following Euclid, in the Campanus and Zamberti edition, we introduce

-78 -




534

Des DEFINITIONS.

quon explique par nombre Arithmetique; & Fautre
irrationclle, {enfuit que ielon Paruibution du nombre
Arithmeticque, le cofté pourral'vne fois cftre ratiorrel,
autrefois irrationel;doncques il ne eft pas par foi, mais
enrefpe¢t d'vn nombre dont il y a ict quettion : Tel
argument doncques meft pas pour lui; ains pluftoft
vie declaration de la confufion confiftante en fonopi-

nion. Qu'eft cequ’il a encore? _
1l me mande que e lui explique quelle chofe {oit 4/
8. Ieluy refbens qu'il m'explique quelle chofe foient
2(qui felon fon dire fontrationels) & puisie la lui ex-
pliquerai: Il me dira d’aduenture que } (pour changer
devoix) font§. Et iclui refpons que 4/ 8 et 4/ . 11
diét que? font 4 tout nombre Arithimeticque com-
méfurble, & 4/ 8 4 nul d’iceax; Iclui refpons que 4/ 8,
eft ainfiniz nombres comme 4/ 2.4/ 52. commenfu-
rable,& A nul d’iceux. Ilmedict,que fi onpartift vne
chofe en 4 parties egales, que 2 eft cela qui denote la
quantité de trois d'icelles parties; & ic lui relpons que
filagrandeur d'vn quarré fuft 8, que 4/ 8 eft le nom-=
bre qui denote la quantit¢ de fon cofté. Item fionluy
demande combien foitle quotient de ladiuifionde 3,
par 4, il refpondraque ceft L quotient de la diuifion
de 3 par 4: Etrout par mefime elegance dil-ie qu’en
extrahantracine quarréc de 8, ce qui en {ort eft racine
quarrée de 8. Ou fil penfe de fatisfaire par quelque
changementde voix,qui en effeét et le mefme, difant
que tel quotient font trois quarts, ic lui feraile fem-
blable furla racine, difant que Ceftle coft¢ de quarré
8. Il veult que nous appliquons les nombres comme %
& 4/ 8, 4 quelque matiere,comme d vne aulne, & diét
quil me pourra monitrer legitimement les } d'vnc
2 aulne

the definition “Every given straight line is called rational. And the lines in-
commensurable with them are called irrational”, then we must not believe that
the numbers which express these irrational lines are themselves irrational. If
the given line is the diagonal of the square of side 2, then V8 is rational, and
V8 cannot be rational and irrational at the same time. Indeed, just as 34 is
commensurable with all arithmetical numbers, so is /8 commensurable with an
infinity of numbers such as V2, V32, etc. And when you think that you can
refute this by a change of expression, then I can answer the same way. If my
opponent quotes Euclid VI Prop. 9 to show how to construct 34 of an ell in a
legitimate way, then I quote Euclid VI Prop. 13 to show how to construct
legitimately V8 of an ell. [The “Campanus and Zamberti” probably refets to
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aulne par la g propafition du 6 liure d'Euclide ; Et moi
ie lui monftrerailegitimement laracine quarréede$,
d’vneaulne parla 13 propofition du 6 liure du mefme
Euclide. Carla ligne moienne proportionelle entre
toute Pantne & vne huictiefime partie d’icelle, cft 4/ 8,
de la mefine aulne.

Les qualitez doncques de 4/ 8 &i(entant que
tonche cefte queftion) font femblables.  Or de cho-
tes femblables fe faict mefme iu%cmpm; par quoi i
4/ 8, eft nombue abfurd, irrationel, irregulier, inexpli-
cable, & fourd: lesle {eront aufli; Mais l’adueréire
ne concede cela aucunement; ains veut tout au con-
traire, il faut donc de neceflité qu'il confefle que +/8
eft exccllente, rationelle, reguliere, explicable,& bien
oyante. Ce que nous avons demonftré de 48, fera
aufli entendu de #/ 3, & autres racines quelconques:
car cobien que de routeligne ne pouvons legitimemet
couper racine cubique (2 caufe que les deux lignes
moicnnes proportionelles entre deux lignes donnees,
nefont encore geometriquement inuentees) comme
faifons racine quarrée, cela n'eft pas la coulpe des
nombres; car ce qu'en lignes ne fcauons faire, nous
['acheuons par nombres facilement.

Mais a fin que parlions aufli de Pviilité de cefte
matiere, & que Pon n'eftime que ce foir difpute de
I’'ombre de I'afne, faut fancir que cefte abfurde opi-
nion de nombres ab(urc?s,que ce ne {eroient pas nom-
bres, &c. a tellement obfcurci lado&rine des incom-
menfurables grandeurs, que la difficuleé du dixiefme
liure &'Euclide (qui trai¢te de cefte matiere) eft 4 plu-
ficurs deuenu en hotreur, voire iufques a Lappeller la
croix des mathemaiiciens,matiere trop dure a digerer,

& en

Euclidis Megarensis mathematici clarissimi Elementorum geometricornnr libri
XV, Basileae, 1546, which has printed the expositions by Bartholomeo Zamberti
as well as those by Johannes Campanus. The Campanus version, of the middle of
the thirteenth century, was used for the first printed Euclid (Ratdolt, Venice,
1482), and, in a modified form, for the Euclid edition by L. Pacioli (Venice,
1509). The original Zamberti edition of Euclid. appeared in Venice, 1505, and
was a Latin translation of the Greek text; the Campanus text was from the
Arabic. Euclid VI Prop. 9 shows how “from a given straight line to cut off a
prescribed part”, and proves it for the case that this part is one third; VI Prop.
13 shows how “between two given straight lines to find a mean proportional”.}
The same holds for cubic and other roots, even though we cannot construct the
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& en laquelle mappergoivent aucune viilité: Ceft
aufli ce ferme fondament, qui nous 4 auancé en la de-
{cripiond'icelles qui fenfuiuera en v traicté particu-
lier, l2 ou font rcnju faciles & claires (d mon auis) en .
3 problemes feulement, lez difficiles & obfcures pro-
ofitionsdudi& Dixiefme,qui en contient felon Zam-
%crt 118, Voire non pas feulement ce qui eft contenu
audict dixiefme mais encore vn facile infini progres
deschofes y commencees lequel(infini progres di%—ie)
femble incomprehen(ible par tel fondament. Et celui
qui donnera plus de lieu 4 laraifon,qu’a vaine opi-
nion, plus de credit aux defenfeurs des parfaictes &
diuines Mathematiques, qua ceux qui l'accufent
drimparfetion & d’abfurdité, ne trouuera pas moin-
drefacilité ,en plufieurs operations Mathematiques,
qui femblent autrement fort difficiles. '

Nous concluons doncques qu'il n°y a aucuns nobres
abfurds,irrationels,irreguliers,inexplicables,ou fourds
maisqu’ily a en eux telleexcellence, & concordance,
que nous auons matiere de mediter nui& & iour en
leur admirable parfection: Et fil falloit dire d’abfur-
dité, ie la concederois pluftoft en noftre entendement,
lequel ne {qut autant comprendre des fecretsqui con-
fitenten la nature,qu’il foicdigne de comparaifon 3
cequiilignore. Finalement ce que nous n'auons fatif-
faict en cefte matiere par les argumens precedens,
nous Paccomplirons contre tous aduerfaires, par la 4°
thefe de noz thefes Mathemariques.

v

Norta.

Aucuns au liey de la quarte quantité difent quarré
3 de

cubic root of a line (since it involves two mean proportionals). This is not the
fault of the numbers, since we can achieve easily with numbers what we cannot
do with lines.

“This absurd opinion of absurd numbers, that they are not numbers, etc., has
obscured the theory of incommensurable magnitudes to such an extent that to
many people the difficulty of the tenth book of Euclid (which deals with these
matters) has become such a horror that they have called it the cross of mathe-
maticians, a subject too hard to digest and without any use”. Stevin has devoted
a special essay to its explanation. Appendice, pp. 187-201, sce also the fomtb of
his Mathematical Theses, ib., p. 202. :
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de quarté; Etde la fexte quantité, quarré de cube, ou
cube de quarré; Etdela hui@iefme,quarré de quarré
de quarré¢; Erde laneufiefime, cube de cube,&c.ce qui
font des noms de ce qui ne conlfifte point en grandeur,
vrai eft quilsont quelque ﬁmilimdi d leur {ubie@ en
tant qu'ileft nombre, mais trop obfcure : Nous n'vle-
rons doncques pas de ces noms, d’vne part pour les
incommoditez qui en procedent, d'autre part pour la
facilite des autres, comme apparoiftra aux computa-
tions qui ffen feront ci apres.

DerINITION XXX1I1,

Racine quarrée dgebraique de quantité,
5% celle qui multiplice en foi,produiét la mefme
quantité. Racine cubique algebraique de quan-
zie, eSt celle qui multsplice cubiquement, pro-
duict la mefine quantité; Et ainfs de la quarte
quantité €5° autres [uinantes.

ExrricAaTiON.

Comme 3 ® fappellentla racine quarrée algebrai-
que de 9 (@, parce que multipliees en elles produifent
9@ ; Et pour mefme raifon 4 & fe difent la racine :
quatréede 16@; Et2 @ + 3 @, laracine quarréede |
4®+120+9@; Et2® la racine cubique de

- 8(;Et3@+ 2 @laracine cubique de27 @ + 54

In the Nota Stevin warns his readers against the use of expressions such as
square of square for the fourth quantity, square of cube for the sixth, etc., as too
obscure. [This is directed against the use of such terms as zensu de zensu, zen-
sicubus, etc., used by Rudolff and Riese, see J. Tropfke II, p. 199; also pp.
136, 137.} :
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Q436D +3Q.Ev/3 3, laracinede 3 @, &
ainfi d’autres femblables.

DEFINITION XXXIII.

Le nombre Avithmetique desant la marque
de quantité, fapplle nombre de multitude
dzs quantitez_; ¢o dedans la marque, deno-
minasenr on dgniLc de zunntzte’ :mass der-
ricre la marque, valewr de quantite.

ExviicaTIiON o

Entoute quantité qu'on vfe enoperation algebrai-

ue, il y ad confiderer trois nombres differens;comme

¢ multitude, denominateur ,& valeur de quantité.

Par exemple 3 (3 12, ceft 4 dire trois {econdes quanti-

tez vallans douze, de forte que le 3 eft nombre gc mul-

titude des quantitez, & 2 denominateur de quantité,
mais 12 valeur des quantitez.

Confideré bien cefte definition,a fin que au fuiuant
la difpofitiondes charateres ne vous abufe : car com-
me 19 fontles mefimes cyfres que 91, toutesfois I'vne
cft maicure quantité que Pautre. Toutainfi() 8, font
les mefmes characterés que 8 (), maisC'eftui ci eft bien
vn autre que ceftui la: car (3) 8 fignific cube,duquel la
valeur eft 8. Mais 8 (3, denote huict cubes defquels la
valeur eft ici encorc incognuec.

DeriviTiOoN xXX1V.
Le nombre radical mss denant la marque de
Zuantite' ¢ft [eparé par figne tel X fera nom-
re de multitnde des quantiteZ: mass fans

[

Defs. XXXII—XXXVIII introduce a number of concepts. In our notation:
2x2 + 3x is the square root of 4x¢ + 12x3 4 9x2; in 3x2 = 12 the 3 is
called “the number of multitudes”, the 2 the “denominator” or “dignity”, 12 the
“value” of the quantity, {Stevin writes 3(2)12, the sign = for equality does not
appear until the 17th century}; x8 = 8 is different from 8x3 [(®) 8 is different

from 8®]; and x24/5 = 4/9.x2 is different from 3/ g9x2 = 3x. " In Def.
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icelui figne de [eparation, alors o/ denote la
racing du nombre de multitude, enfemble la

racine de la quantité.

ExrrLicATION,

Comme 4/ 9 X @, cefta direracine de 9 fecons
des, mais confideré que la 4/ ferefere feulementau g,
& point i (), ce que denote la marque de feparaton
X:de forte que 4/ 9 X (@, vautautant (veu ques/ 9,
f2i& 3) comme 3 (Z; Mais quand le nombre radical
feraa nombre Arithmeticque incommenfurable,com-
me +/ 5 X @,il faut quil demeure ainfi; Mais fans
icelle feparation de la marque X, comme 4/ 9@, Ce
feraauflia dire racine de 9 fecondes, mais confideré
(par ce qu'il n’y a point de marquede feparation) que
lad/ ferefere& 29,& 23, deforte ques/ 9@ vaur
autant comme 3 M. Item 4/ @ 8@ autant com-
me ¢ @

DEFINITION XXXV.

Toute quantité Sappelle la potence de fa

racine.
ExrricATION.

Comme quarré 9 fappelle la porence quarrée de fa
racine 3; Et 8, potence quarrée de 4/ 8; & 17, potence
cubique de faracine 3 ;& 81, potence de quarte quan-
tité de fa racine 3. & ainfi des autres eninfini.

DErFINITION XXXVI.
~+ Sigmifie plus &) — (igmifie moins.
_ExrricaTion
1l auient A caufe de Tincommenfurance des nome

XXXIV the first case is expressed by 4/9 X (), the second by 4/9 (2); every
number is the “power” of its root; + means plus, — minus [here Stevin follows
Riese and Rudolff rather than Bombelli]. Defs. XXXVII and XXXVIII in-
troduce commensurable and incommensurable numbers [though Stevin has used
-the terms before, see p. 35]. In the Nota to Def. XXXVIII Stevin makes a
distinction between three types of binomials, following distinctions made in.

Euclid’s tenth book: 1) like 5 + 6, 4/3 + 1/12, whete the two terms are com-
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bres qu'il les faut coniondre ou dificindre , par les
motz de plus & moins. Mais par ce que les mefmes
fe rencontrent fouuent aux operations arithmetiques,
tant des nombres algebraiques ou quantitez, que des
nombres radicaux, I'on vie pour briefueté des fignes
fort commodes, 4 {Gauoir -+ fignifiant plus, & —de-
notant moins.
DBFINITION XXXVII.

Nombres commenfurables [ont ceux auf”
quels exifte quelgue nombre qus leur fort
commune mefure.

ExpLicATION.

"Tous nombres Arithmetiques comme 7 & 9 (auf-
quels vnité eft a commune mefure)fappellent nom-
bres commenfurables. Semblablement beaucoup des
nombres geometriques comme 4/ 27,& 4/ 3, lefquels
ont pour commune mefure 4/ 3, comme apparoiftera
parie 20 probleme.

DEFINITION XXXVIIZ,

Nombres incommenfurabies [ont ceux auf~
quels n'existe quelque nombre qui leur foit
commune mefure. ‘

. ExrricaTiON
Comme 4 & 4/ 6, & autres femblables, par ce

?u’il n'y a aucun nombre qui leur foit commune me-
ure, fappellent nombres incommenfurables,

NoraA.
Les commenfurances & incommenfurancesdes
nombres qui f¢ rencontrent aux binomies (car ceft des

mensurable; 2) like 4 + 4/ 7, where the squdres 16, 7 are commensurable, 3) like
4+ ¥77, where the 'squaresl 16, 4/ 7 are incommensurable. To call {with Euclid}

4 andV/7 “commensurable in the square” seems to Stevin confusing; he prefers
to say “4 and /7 are incommensurable, but their squares are commensurable” —
that is language which even the dullest people can understand. . :
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binomies que trai¢terons d'orefenauant)fe diftinguent
communcmenten trois efpeces, defquelles la premie-
re felon noftre maniere eft telle:

Quelques deux nombres font de telle condition,
qu'ils fontcommenlurables, comme § & 6, ous’ 3 &
&’ 12 & femblables.

DEVXIESME BESPECE.

Autres deux nombres ya il de telle qualité, quils
fontincommenfurables,mais leurs quarrez font com-
menfurables. Comme 4 & 4/ 7, fontincommenfura-
bles: Mais leurs quarrez comme 16 & 7, font com-
menfurables. ‘

i TROISIESME ESPECE.

1l y aautres deux nombres de telle condition,qu'ils
fontincémenfurables,& leurs quarrez fontaufli inc-
menfurables;comme 4 & w/ 7 fontincdmenfurables
& lears quarrez 16 & 4/ 7 font aufli incomenfurables.

Or pour diftinction de ces trois ditferences, les au-
tres nomment la premiere vulgairement (par fimilitu-
de deslignes defquelles-traite Euclide es definitions
de fon dixiefme liure) commenfurables en longitude;
La feconde incommenfurables en longitude; mais
commenfurables en potence. Etla troifiefme incom-
menfurablesen potence & longitude.

Mais felon mon opinion nous nommons ces diffe-
rences plus clairement, difans abfolutement que tous
deux nombtes propofez font commenfurables, ou in-
commenfurables. Quantd la commenfurance ou in-
commenfurance qu'il y a entre leurs potences ou
quarrez, celle lane faut il pas auttibuer aux propofez,
mais ablolutement d leurs potences. Et pout en par-

ler par exemple, quw'eft ce fiquelcun dict que la peri-

541
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pherie &'vn circleeft droi&een fon diametre? Vraic-
ment veu que toutes peripherics fontobliques, il n’y a
pointde fens, mais {i 'on di€t que les peripheries font
obliques, & que leur diametres font cf:f)iéls,on expli-
quela vraie qualité de P'vn & I'autre: Ainfi de dire que
4 & /7 fontcommenfurables en leursquarrez ou po-
tences (veu qu'ils font incommenfurables) il n’y a
point defens. Maisfilon di&, que 4 & 4/7,fontin-
commenfurables & que leurs potences font commen-
furables les plus rudes le pourront entendre.

DEFINITION XXXIX.
Multinomie radicdl, eff 'vn nombre confi-
Sant de plufieurs nombres incommenfurables.

ExrricAaTIiON,
Comme 4/ 3 +4/ §, parce qu'il confifte deplu-

fieurs nombres incommenfurables, fappelle multino-
mie radical: Radical,pour diftinétion du multinomie
algebraique de la 26 definition.

DeriNITION XL.

- Binomie radicl , eft multinomie confiffant
de deux nombres incommenfurables: Trinomic
radical,de trois (@ ainfi des autres le multino-
mwie [appelle felon la multitude des nombres in-
commenfurables dbfquels il exiffe.

ExrLICATION.
Commc 2+ /3 eltbinomic, parceque 2 & 4/ 3
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font deux nombres incommenfurables, & pour mef-

me raifon fappelle 2 — 4/ 3 aufli binomie. Et 4/2

#/3+5 (parcequilatrois nombres incommenfu-

rables) trinomie. -
COROLLAIRYF,

D’ou fenfuitque +/2 + 4/8 & femblables ne font
pas binomies, par ce qu’ils font commenfurables, &
won les peut expliquer par vn nombre, comme fera
3emon[‘tré au 24 probleme, Toutesfois il auiendra
drauenture que nous metterons quelque fois en vn
multinomie quelques nombres commenfurables;mais
cefera pour exemple & briefueté, & on les viera par
hypothefe, comme fils fuflent incommenfurables,
comme le femblable ferencontre fouuentesfois en la
Geometrie, la ou quelque figure feradauenture tra-
. peze,qui doibt eftre quarré. Mais pour en patler pro-
prement , deux noms commenfurables ne fonr pas
deux noms cn vne multinomie, veu (comme nous
-auons di&t) que P'dn en peut faire vn.

DerinNiTION XLT.

VCfJZEmz nombre dvn multinomie fappelle

nom def
le moinage , moindre.
ExrLicATION
Commede binomie ¢/ 3 +4/2, 1a ¢/ 3, fappelle

maieur nom, & la +/2 moindre nom.
~ DerrNITION XLII. -
Multinomie contoin(Z, eft celui duquel les
noms font coniointts par P[”"°

wels le maieswr ¢ dicE masewsr nom, &)

543
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ExrrLicaTION.
Comme #/ 3+ 4/ 2, cft binomie conioin&, &
ainfi#” 5 44" 7 -+ 43 winomie conioin¢t.

DEFINITION XLIII.
Multinomie difiorni3 , eSt celws duquel les
noms [ont difioin&ts par moins.

ExrrLICcATION,
Comme 4/ 3— 4/ 2 elt binomie difioinét, qu’an-
wresappellent aufli apotome, refidu, ou refte. Item 8 —

&/ 24/ 3 cft trinomie difioin&.

Nora. ,

La binomie difioinct, eft par Eaclide appellé apo-
some ou refte, & femble qu'il ne I'a voulu nommer bi-
nomie, par ce que Papotome eft vae ligne, qui ne con-
tient point en foy I'vn des noms qu’on explique. Mais
veu que I'appellation de multinomie n’eft pointen re-
fpet de quantité, felon laquelle tout multinomie eft
aufli bien vne feule ligne comme celle d’'va nom; Mais
en refpect de qualité: Senfuit que Fapotome fera aufli
bien binomie; 4 fcanoir difionin& (veu quen Pex-
plicant,il faut vfer de deux noms)comme le conioin&.
Doncques par binomie difioinct (qui par plufieurs au-
tres, eft aufli en vfage, & 4 mon auis ir eft plus propre)
entendra on le mefine ; ce que Euclide fignifie par
apotome. .
DeriNiTION XLITTI.

Multinomie en partie conioinét &/ en partie
difioin(Z, eff celuy qui a noms consoinits par
plus, &/ amtves diffoinits par moins.

Defs. XXXIV—XLIII introduce “multinomials” — binomials, trinomia{s, etc.
— as numbers consisting of two or more incommensurable numbers, “conjoint
with 4, “disjoint” with —. Our “term” is rendered by “name” (Def. XLI).
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ExPLICATION

Comme # 7+ #/ 2 — &/ 5, eft multinomie
en partic conioinét & en partie difioinét, Cefte de-
finition ne compete point au binomie qui eft feulc-
ment ou conioinétou difioinét.

Nora.

Entre les multinomies les bingmies font de laplus
grande confideration, 4 caufe que toutesleurs efpeces
font plus notoires, les mefmes a Euclide diligemment
defini & diftiftingué s lignes enfon 1oliure;lefquel-
les appliquerons aux nombres comme fenfuic:

Il'y a douze efpeces de binomies, defquelles les 6
font conioinées, & 6 difioinctes, & chafcune fixaine
a deux fortes; defquelles les trois fonttelles,que [a dif-
ference des potences quarsées delears noms, tientra-
cine quarrée d fon maiear nom commenfurable. Les
autres trois binomies font telles, que la difference des
potences quarrées de leurs noms tient racine 4 fon
maieur nom incommenfurable ; Etde chafcunde ces
trois binomies,les deux ont chafcun vin nom i nombre
Arithmeticque commenfurable; mais le troifie(me
fes deux noms, 3 nombre Arithmeticque incommen~
furables. Et pour plus grand efclarilfement diftin-
guons leurs differences par telle table.

[Herte, in the Nosa following Def. XLIV, followed by Defs. XLV to
LVI, Stevin presents the classification of binomials into 12 classes according to
the tenth book of Euclid, using numbers where Euclid uses line segments, e.g.

Def. XLV: “first binomial”, exemplified by 3 + 4/5, where 32 — (\/3)2 =
4, V4 is commensurable with 3; general expression: Ap + Ap Vi—u2, 4, p
positive rational fractions, Ap in Stevin's examples is an integer. The full list
of these twelve binomials, in modern algebraic notation, can be found in T. L.
Heath, The thirteen Books of Euclid’s Elements III (Cambridge, 1908), pp.
104—1097]. '

Note: Def. LVII defines as “respondent conjoint and disjoint binomials”
those with equal terms. We use the expression: conjugate binomials.

-90 -




546

Des DEFINITIONS. [}

TROISIESME PARTIE
DES DEFINITIONS DE LA

RAISON ET PROPORTION

Arithmetique,¢s de lewrs dependances.

Table demonftrant I'ordre de a raifon Arich-
metique des definitions fuiuantes.

T Y erparticulirs.
{ Simple {sgcr:atiﬂm. .

rf::‘h r Laguelle 3 upllqla'
olté ar nombre extier fou-
galie. ‘temens comme Mulvi-

Egale (omm - le, :
L r furable. ﬁ Compofee ¥ 7
Lars- !

for - .Mulnph
vithmne- 4 Joperparsi-
o ﬁ‘g}g:g | aalicre,
d% < Fd' neme-
b bre en-{
negols tir &
De moindre iusgale. b yermpu I Multiple
té.0y regont les mefr
ﬁubdmﬁam. comnig Jm'm:_
celle de maienre ine«
_ |- gaticé, lewr propofins

m{:}::- - tauﬁ.;r; le vocable
e 1 b, commefuperpar-

i Ltunlxn,m:

QVE 2430V 2.3. 4.6. ET
SEMBLABLES, NE FONT PAS PROPOR-
sion geomesvique. AufSi que nombres comine 1. 2. 3. ont
12.10. 6.4. & pareils,ne font pasproporiion Arithme-
tique, Item que 1£3.144. 136, & femblables , ne font
P proportion barmouique.

Third part

[While in Part II Stevin has explained subject matter pertaining to Euclid
X, in this Third Part we find Stevin’s adaptation of Euclid V and VII, the
theory of proportions.}

The table gives a survey of -the different orders of ratio to be discussed.
Stevin then explains that “proportion, to discuss it somewhat in general before
we come to the particular, is the similitude of two equal ratios. Ratio is the
comparison of two tetms of a similar kind of quantity. And if -all the terms
_of a proportion were magnitudes, it would be a geometrical proportion. But if
 they were all numbers, the proportion would be an arithmetical one, and if they
were all harmonic sounds, it would be a harmonic proportion. Similarly, if the
terms are parts of predication or proposition, the proportion is a dialectical one.
Thus every proportion recéives its name in conformity with the nature of its terms”.
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La proportion pour en parler vn peu en general,

auant que parucnir au particulier, eftla fimilirude de

deux raifons egalés. Raifon eft comparaifon de deux

termesd’vne mefine efpece de quantité. Etfirous les -

termesd’vne proportion fuffent grandeurs,ce fera pro-
portion geometrique.Mais fils eftoient tous nombres,
fera proportiou Arithmetique. Eft eftant tous fons har-
monieux, Ceft proportion harmonique, Semblable-
mentquand les termes font parties de predication ou
de propofition,c'eft proportion diale¢tique. De forte
que toute proportion obtient le nom conforme 4 la
matiere de fes termes. Ce qui éftant ainfi, fenfuit que
ceux la fabufent, difans que nombres comme 2. 4.8.
ou 2. 3. 4. 6. font proportion geometrique, I'vne conti-
nut Lagtre difcontinue, veu qu'il n’ya ici nulles gran-
deurs, qui toutesfois pouir la raifon que deflus & par la
3& 4 Ecﬁnition du sliure d’Eucl.font en toute pro-
portion geometrique requifes, veu aufli que ceft
vne manifefte proportion Arithmetique. Item,que
nombres comme 1§3. 144. 136, feroient poportion
harmonique, puis que les fonsentre euxen telle raifon,
ne font qu'vne abfurde refonance. Iremquer. 2. 3.&
I 2. 10. 6. 4.0it proportion Arithmetique, I'vne con-
tinue I'autre difcontinue, confideré que c’eft contre la
21 definition du 7 liure ’Euclide, appronuée de tous
fonnant ainfi: Nombres font proportionels, quand le
premier eft telle multiplicité partie ou parties du fe-
cond , comme le troifiefme du quatriefme. Nous pour-
rions argumenter de cefte matiere plus amplement,
efprouuant enbeaucoup des manieres, noftre propos,
& quele concedé du contraire eft vne confufionenla
difcipline mathematique, laquelle n’enfeigne pas que

547
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Numbers such as 2, 4, 8 and 2, 3, 4, 6 form not a geometrical, but an
arithmetical proportion {2 : 4 = 4 : 8, called by Boethius and others “proportio
continua” 2 : 3 = 4 : 6, “proportio discontinua”.} And 1, 2, 3, or 12, 10, 6, 4
do not form a proportion at all, because of Euclid VII Def. 21: “Numbers are
propostional when the first is the same multiple or the same patt, or the same
parts of the second that the third is of the fourth”. [This definition is at
present labelled 20; 3 — 2 = 2 — 1 is called a continuous arithmetical pro-
portion in the Pythagorean school, and since 12 — 10 = 6 — 4, these numbers
form a discontinuous arithmetical proportion. Stevin here opposes a number of
definitions which via the Pythagoreans and Boethius had entered into sixteenth-
century literature, and adheres more closely to Euclid. See J. Tropfke III, pp.
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Ceft proportion: mais pluftolt empefche 4 pluficursde

ouuoir fuffifamment comprendre fi grand myftere.
Ce quieft auffi Poccafion pourquoi la corie.dc mufi-
queeft (aurefpe& de ce qui confifte potentiellement
enlanature) ﬁP obfcure & de fi peu de perfonnes exer-
cée,dontentre les compofiteurs d'icelle(pour le defaule
de vrai & ferme fondement) naiffent pluficurs diflen-
tions,comme en fonlieu en traiterons quelque fois
plusamplement. Mais veu que cedifferent fera tranf-
porté entre noz thefes mathematiques, nous en ferons
ici vne fin; Concluans,que proportion geometriquecft
celle, delaquelle les termes font grandeuts proportio=
nelles, les definitions defquelles nous avons efcript
autrepart:Item que proportion harmonique eft celle,de
laquelle les termes font fons harmonieuy, defquels de-
feriprons les definitions ailleurs : Auffi que la propor-
tioh Arithmetiqueeft celle, de laquelle les termesfone
nombtes proportionels, defquels declairerons les defi-
nizions en cefte forte.

{In Defs. LVIII—LIX arithmetical term and arithmetical ratio are defined,
and in Defs. LX—LXXIV different kinds of ratios, e.g. Def. LXVIII: multiple
superparticular, (k2 + 1) : a4, £ integer >> 1. See our Introduction. In Defs.
LXXV—LXXIX, LXXXI—LXXXIV different kinds of proportions are defined,
again in accordance with Euclid V and later authors, such as Boethius, e.g. con-
tinuous and discontinuous propostions, see above (Defs. LXXVIII, LXXIX),
or invertendo, from a : b = ¢ : d to b : a = d : ¢ Def. LXXXII).] Def.
LXXX introduces homologous terms of a proportion, such as 4, ¢ or &, d in a :
b = ¢ : d. Def. LXXXV introduces the concept of double and triple ratio in
proportional terms: if 2: b = b : ¢ = ¢ : d, then a : ¢ is said to be the double ratio
of # : b, and 4 : d the triple ratio of 4 : b. Since ¢fc = (a/b)2, and 4d = (a/b)3,
we here have to do with the ancient nomenclature for fractions found in-such
writers as Boethius, see our Introduction. :
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BRIEFVE- COLLECTION

DES CHARACTERES QVON
VSERA EN CESTE ARITH.

V Ev que la cognoiffance des characteres eft de
grande confequence,par ce qu'on les vieen A~
ithmetique aulicu de motz, nous les aioufterons ici,
(combien qu’an precedent chafcun & cfté amplement
declairé en {3 definition) par ordre tous enfemble com-
mc fenfuit.

Les characeres fignifians quantitez ,defquels
Pexplication fetrouuees 14. 15. 16. 17. 18. defin,
font tels.

© Commencement de quantité qui eft nombre Arith,
ou radical quelconque.

(D prime quantité.

@ {econde quantité.

(@ tierce quantité.

@ quarte quantite, &c.

Les characteres fignifians poftpofees quantitez,
defquels Pexplication fe trouue a 1a 28 definition,
fonttels:

[The Fourth Part, with Defs. LXXXVI—C, deals with “rational com-
putations, such as addition, subtraction, multiplication, division, and what depends
on it; the illustrations use simple integers, e.g. 3 times 2 is 6. The Fifth Part,
Defs. CI—CIII, introduces the rule of three, the rule of proportional partition,
and the regula falsi. In the first we compute x from @ : b = ¢ : x, in the second
we solve the equations x + y = p, x 1 y = a : b, here p, 4, b, ¢, are given
numbers, see Euclid VI Prop. 12, 10, where these problems ate solved geome-
trically. The regula falsi, not explained by Stevin, is considered so important that
“Algebra (also called Almucabala, Ars magna, Regula de cosa) can be called
the regula falsi of the quantities”. On the meaning of the regula falsi and the
three ancient terms, see our Introduction].

-94 -




550

Des periNITIONS. ' 79
ifec © Vne prime quantité fecondement pofée.
4ter @ Quartre fecondes quantitez tiercement pofées,

ou procedans :ilc la prime quantit¢ ticree-
ment pofée.
I @ fec @ Produi@ d'vne prime quamité pat vne
prime quantité¢ fecondement poiée.
§ ® ter @ Produi@ de cincq quartes quantitez pat vne
feconde quanute tiercement pofée.
Les characeres fignifiansracines defquels Uex-
plication fe trouuc 12 29 & 30 definition font tels;
&/ Racinedequarcé.
#/  Racinede racine de quarré,
s/ Racine de racine de racine de quarré.
v/ Racine de racine de racine de racine de quarre.
#/ (3 Racine de cube.
w” (3 Racine de racine de cube.
&/ ® Racine de quarte quantité,
s/ ® Racine de racinefde quarte quantité, &e.

Le charadtere fignifiant la feparation entre lefi-
gne de lrracine, & la quantité, duquel Pexplica-
tion {e trouue ala 34 dehnition, eftcel,

Y, Comme /3 X @ v'eft pasle mefmeque #/ 33,
comme dict eft a ladicte 24, definition.
Les chara¢teres fignifians plus & moias,comme
a la 36 definition, fonttels:
~+ Plus,
— Moins.

Et pour expliquer la racine &’ vn multinomie(7u’-
aucuns appellentracine vniverfelle) nous vlcronsle
vocable du mulanomie comme:

&/ bino2+4- 4/ 3, ceft 4 direracine quarrée de bino-
mie,oudelafommede 2 & 4/ 5.
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& 104/ 3 44/ 2 — #/ §,Ceftd direracine quarrée
de trinomie, ou de la fomme de /5 & &/ 2 &

. — s

e bmo & 2+ 4/ 3, Ceft d dire racine cubiquede

binomies” 2 44/ 3.

#/bino 2 @4 1 @, Ceft 4 dire racine quarrée de bi-
nomie2 B+ 1 (®.

¢/ @ bino2 @41 ®,ceft ddire tacmceubxquc de

binomie 2@ 41 @©, &c.

FiIN DV FE.LIVRE,

" Then foliows an explanation of the seven terms problem, given, required, “con-

struction, preparation of the demonsiration, demonsiration and conclusion; further
theorem and hypothesis.

[For the explanation of the symbols, see above. It will be scen that
Stevin has no fixed convention for the sign of equality. The last three expres-

sions mean B V2 4+ V3, 4/242 + 4, B 242 -+ "4, where a may be replaced
by any other symbol, e.g. x].
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LESECONDVLIVRE
DARITHMETIQUVE

DE LOPERATION.

Premiere partie de l"opemtion des nombres
eAritbmetiqwe.r.

Premiere diftin&ion des quatre nu-
merations des nombres Arith-
metiqucs entiers.

De Paddition des nombres Arithme-
tt'que.r entiers.

PROBLEME L

E ST AN T donnez_ nombres Arithmetiques
enticrs 4 aiouSker: Tronuer lewr fomme.

Explication du donné. Soientles nombres donneza
aiouftertelz 379, & 7692, & 4545. Explication dure-
quis. 1l faut trouver leur fomme. Conffration. On dif-
pofera les nombres donnez comme ci deffoubz; de
forte que leurs premieres characteres versladextre,
correlpondent I'vn foubs 'autre, & que pareillement
correfpondent leurs deuxiefmes charaéteres, & autres
enfuiuans, tirant au deffoubs vne ligne; Puis en aiou-
ftera rous les charadteres du premier reng vers la dex-
tre, difant 9 & 2 font 11,% § font 16,delquels on met-

We omit most of the First and Second Parts of this Second- Book. The First
Part, Probs. I—XVII, deals with operations on arithmetical numbers. Prob. I
shows how to add, Prob. II how to subtract, Prob. III how to multiply, Prob. IV .
how to. divide integers. Prob. 'V shows how to find the greatest common divisor
of two integers. The next problems deal with analogous operations on fractions.
We reproduce Probs. III and IV to show how Stevin multiplied and divided, and
Prob. IX to show how he reduced fractions to a common denominator, using
a X sign. ‘
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82 + LE 11. LIVRE DARITH.
tera le 6 foubs le premier reng, & le 1 defdiks 16 aious
ftera on au fecond reng, difant, 1 & 7 font 8, & 9 font
17, & 4 font 21,defquels on mettera le 1 foubsle fe-
cond reng, & le 2 adiouftera on au troifiefine reng, di-
fant2 & 3 font 5, 8 6 font 11, & § font 16,"de(§luels
onmettera le 6 foubs le troifiefime reng, & le 1 faiou-
ftera au quartriefme, difant 1 & 7 font 8, & 4font 13,
- lefquels on mettera entierement {oubs leur reng en
cefte forte,
Iedi quer26.1 Geftlafomme
379 requife. Demonftration. Sides
7692 trois nombres donnez on foub-
4545 ftrai& les deux premiers don-
Somme 12616 nez, refterale dernier nombre
donné 4 5 4 .& fidela fomme
trouuce 1 2 6 16 onfoubftraict auffiles deux premiers
nombres donnez, refte auffi 4 745, Mais parle c6mun
axiome;fi de chofgsegales on foubflrai@ chofes egales
lesreftes feront egales,& au reuers fi les reftes font egae
lesaux reftes, & chofes foubftrai®es aux chofes foub~
ftraickes, leurs tous fontegaux; Doncques 1 261 Geft
egal aux trois nombres donnez, c’eft doncques parla
86 definition leur fomme;ce qu'il falloit demonfirer,
Conclufion. Eftantdoncques donnez nombres Arith-
metiques enticrs 4 ajoufter, nous auons trouué leur
fomme; ce qu'il falloit faire.

Nombres
donnez
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De la multiplication des nombres Arith-
mesiques entiers.

| PROBLEME IIL
STANT donné nombre Arithmetique
entier 4 multipher, &/ nombre Arithmeti-
que entier multiplimteur : Trouer leur pro-
Amét.

Explication du donné: Soit dné nombre 4 multiplier
546, & multiplicateur 37. Explicationdurequis. Il faut
trouuer leur produict. N o T a. Pour facilement foluer
celte propoficion, il conuient de {caucir par memoi-
re, la multiplicaticn des neuf fimples characteres
1.2.3.4.§.6.7.8.9. entre eux:icomme,que § fois 7 font
3§, 8 que g fois 6 font §4.& ainfides autres: Or pour
facilité du mefime on prepare communement vne ta-
t2]304] 51617 |81 9] ble comme ci deffoubs,
Ta 16 [8]rolralialie)i8 | vulgg.xrement_ dicte la

— table Pytagorique, fon
31619 [12]15]18l21}2427] viage cft tel: voulant
4 8 J12]16]20]24]2832]36] feauoir le produi&t de
s jrolts[20]25/30]35|4clas| deux characteres pro-
6 [t2]18[24[30|36]42148]54] pofez, on cherche I'vn

en la premiete colomne
7 ]14}21]28 2 6|6 )
11al2112835l42la0]6]65 d la feneltie, & lautre

8116]24{32(4048(56|6472| o I fupericure ligne,

commun demonftrele produ &. Par exémple voulant

9|18]27(36l45]54|63]72/81] & le nombreenl'angle
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De rorerATION. 85
fcauoir combien foit 8 fois 3,0n cherche 8 enla pre-
miere colomne 4 feneftre, & 3 en la fuperieureligne,
& enlangle communy a 24, qui denote 8 fots 3 faire
24, & ainfi des autres. Conffraition. On metterales
nombres I'vn foubs autre, tirat vn tret comme ci def=
foubs; Puis on dira 7 fois 6 font 42, mettant 2 {foubs e
7,8 retenant (4 caufe des quatre dixaines) 4 3 la me-
moire; puis 7 fois 4 font 28, & 4 qu'ontientd la me-
moire, font 32, defquels on metterade.2 foubsle 3, re-
tenant 3; puis 7 fois § font 35, & 3 quon aretenu font
38;lefquels on mettera pareillement deffoubs le tret:
De mefine forte multiplieracn les 546 parle 3 du mul-
tiplicateur,difant 3 fois 6 font 18, mettantle 8 foubsle
3,& ainfi des autres:puis on tirera vn tretaionftant par
le 1 probleme tontce qui eftentre les denx lignes en
cefte forte. :

Nombre 4 multiplier 546 Ie di que 20202 eft
Multiplicateur 37  le produict requis.
Demanflration.  Le

3822 ientl
1 6 3 8 20202 Contlc'nt () 37
_ ——2"  autant de fois, qu'il
Produiét 20202

y a vnitez en 54 6;
Doncques par la'93 definition ceft multiplication le-

gitime, & 2 0 2 0 2 eft leur produi; ce qu'il falloit de-
monttrer. Conclufion. Eftant doncques gonné nombre
Arithmetique entier 4 multiplier,& nombre Arithme-
tique entier multiplicateur , nous auons trouué leur
produic; ce qu'il falloit faire.

- Dela diuifion de nombres Arithme-
tiques entiers.
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86 Ls r1. LIVRE DARITH,
PROBLEME IIII,

E STANT donné nombre Arithmetique
enticr A dinifer, &/ nombre Arithmetique

entier dsuifeur : Trouucr lewr quoticnt.
Explication du done. Soit donné nombre 4 diuifer
9 9 5, & diuifeur 28. Explication durequis. 11 fauttrous
uer leur quotient. Conflrudtion. On metterale nombre
a diuifer & diuifeur en ordre, tirancvne ligne oblique
comme ci deffoubs:difant combien de-fois 2 en 92faict
3 fois (ileft vraiquil en y a 4 fois reftant 1, maisnous
dirons ci deffoubs 1a raifon poutqueoi il fant dire feule-
ment 3 fois) qui denote 3 pour premier charactere du
quotient, lequel 3 on mettera derriere la ligne oblique,

" &le s reftantfurle g, trenchantle 2 & 9. Puis on mal-

tipliera le 8 dudiuifeur, parle 5 du quotient, faict 24
lequels foubftrai& de 39 (ici appert I'occafion pour=
quoi nous auons dict ci deflus, que le 2 eft en g feulle-.
ment 3 fois, car fi nouseuflions dict 4 foisreftant 1 fur
le 9,& que nous cuffions alors multiplié le 8 par tel 4,
ce feroit 32,lefquel feroit foubftraire de 1 g reftant par
defliis le diuifeur, ce qui feroit impollible, pourtantil
faur toufiours mettre tel nombre 4 laligne oblique,
qu'onpuiffe fubftraire tel produict d'icelle refte) refte

- 15, lequels on metteradeflusle 39, trenchant& e 39,
- &le 8, & feraalorsladifpofition des chara@etes telle, -

Os pour wouuer le fecond chara&ere-
X du quotient, il faut mettre autrefoisle -
Xs divifeur foubs le nombre a diuifer,
g95 (3  metant le 8 du diuifeur foubs le 5, &
z8 le 2 foubs le 8 du premierdiuifeur,difant
combien de fois 2 en 152 faick 5 fois
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9o  Learnviivae PARITH,
PROBLEME VIIL
E STANT domné fraition Arithmetique

~~ maigure que viité : Trouuer combien des
- wnitez,, ¢ plus quelle fraction moindre que
vnite, lafrattion donnée contienne.

Explication du domné. Soit fraion donnée maieure
que vniee=E. Explication durequis. 11 fault trouuer com-
bien des vnitez, 8 plus quelle frattion moindre que
vnité, ladicte fraction L* conticnne. Conffraction. On
diuifera le numerateur 14, par le nominateur 3,donne
quotient 4-3-, le dique 43-eft le nGbre requis. Demen-
. firation. Premierement que 4 -?3- fontquatre vnitez, &

plus fration - moindre que vnité,eft par foi manife-
fte:Au fecond, que les 4 5~ fontegaux a 1%, appert par
le 7 probleme; ce qu'il falloitdemonttrer. Conclufion,
Eftant doncques donnée fraction Arithmetique, &c.
ce qu'il falloit faire. o
PROBLEME IX. .

ST A N'T donnez_ nombres Aritbhzetique:
~ rompuz. dingganx mominatenrs: Les redui-

7€ en rompuz. de commun nominatenr.
Explication du donnd. Soient les rompuz donnez 3-8

. Explication du requis. Il les faut reduire en nombres

rompuz de commun nominateur,c'eft  dire qu'il faue

trouuer deux autres rompuz egaux aux donnez, & V

aians egauz nominateurs. Confiruaction. On multiplie-
rale 4 par ; faid 12, lequel e meteera fur le 4, fembla-
bleméton multiplicra 2 par §,faict1o,les mefmes met-
teraon fur le 2, puis 3 par § faick 1§, lequel on merttera
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‘ - Dr rorarATION. 9t
deffoubsen cefte forte. Iedi ;Iuc{—:- 1= fontles nom-
bres requis,d {cauoir aians va commun

10 12 - .

- nominateur 1 5. DemonSiration. Que ces
—=X2%  nombrestrounezont 15 pour commun
377 nominateur eft manifefte,& que lest3-

font egales a 5-, apert en cela, que - font le pre-
mier rompu  de 17 par le 6 probleme ; Sembla-
blement font les 15 cgales & les -3 ce qu'il fal-
loit demonttrer, Autreexemple. Siles nombres don-
nez fuffent plus que deus, comme par exemple ces
trois - % 5.,On multipliera 3 par 5 faick 1 5,lefquels
autrefois multipliez par 7 font pour commun nomina-
teur requis 10§; puis pour trouuer le numerateur re-
foondant aux-- donnez,on multipliera les 1o par les

2 des3- faict 210:les mefmes divifez patle 3 des mef-

‘mes-3-, donné quotient 70,pour numerateur refpon-

danta les 2-donnez.Et par mefme moien on trouuera
que aux-% refpondent 84 & aux.->-. go; Doncques
2o B4 22 font les trois nombres afantvn comun
nominateur 105, comeil eftoit requis,dontla demon-
ftration depend de la precedente. Etla difpofition des
characteresde 'operationeft telle. Conclufon. Eftant

20 84 90 doncquesdonneznombres rompuz
°4 quesd

2 £ d’inegaux nominateurs, nous les’

3 b 7 .
10§ auons reduit en rompuz de com-

mun nominateur; ce qu'il falloit faire.
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The Second Part, Probs. XVII—LII, deals with operations on geometrical
numbers; that is, operations on radicals. Prob. XVIII demonstrates the extrac-
tion of the square, cube, fourth and fifth roots of an integer, beginning with

v/ 186624 (= 423) and ending with V3570467226624 (= 324). For- this
purpose Stevin, following Stifel, constructs a “Pascal triangle” (p. 106). Prob.

XIX shows how two roots of different kinds, such as v/ 5 and B6, are reduced

to roots of the same kind, here 19/125, 18 36, Prob. XX how to find out
whether two roots are commensurable or incommensurable. Here we find a first
illustration of Stevin’s method of dealing geometrically with an arithmetical theorem,

that is, by referring to-Euclid. To show that /50 is commensurable with 1/2, two
squares are taken, A of area 50, B of arca 2, and two other squares, C of arca
50/2 = 25, D of area 1. Since A : B = C : D, Euclid VI Prop. 2 teaches that

side A : side B = side C : side D, or4/50: v/2 = 5: 1, so that 4/ 50 is 5

times v/ 2. (Euclid VI Prop. 2: If four straight lines be proportional, then the
rectilinear figures similar and similarly described upon them will also be pro-
pottional; and if the rectilinear figures similar and similarly described upon them
be proportional, then the straight lines will themselves be also proportional, see
T. L. Heath II, pp. 240-247). In an analogous way Euclid XI Prop.-37 is invoked

in order to prove that 24 and B3 are commensurable. The next problems,
XXI-XXV, deal with multiplication, division, addition, and subtraction of roots.
As to Prob. XXV, see Prob. LIIL :
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166 Le 11, LIVRE DARITH \
Troifiefme diftin&ion des quatre numerations
de multinomies radicaux entiers.

-~ THEOREME. ,
lus multiplié par plus.donner produiét ‘plus,
¢ moins multiplié par moins, donner pro-

dsii & plus,¢5» plus mulsipli par moins,on momns
mulssplié par plus, donmer produiE mains.

Explication du douné Soit 8— g multiplie parg—7,en

. cefte forte; —7 fois —g, font—+ 35 (435, parce que

commedict le theoreme,— par —,fai&t +-) Puis—7

 fois 8, £ai& — 56 (— 56,par ce que comme dict eftau

theoreme, — par -+, faict—) Etfemblablement. foit
8 — 5, multiplié parle 9, & donneront produicts 72
— 453 Puis aiouftez 4223 5 font 107. Puis aiouftez
les— §6 —45, font—ior; Et foubftraictle 101 de 107
refte 6,pour produiét de telle multiplicatié, Delaquel-
lela difpofition des-characteres de Poperation eft telle:
o Explication durequis. 1l faut de-

8 — ¢ monftrer par ledi¢t donneé, que 4

9— 7 multipli¢ par -, fai& -+, & que—
:}"g_"l:'s'} - par—, faict -+, & que—+par —,0u

~— pat —+, fai& —. Demonfiration. Le

~——  nombre i multiplier 8—g, vaut 3, &
le multiplicateur 9 — 7 vaut 2; Mais
multipliant 2 par 3,le produict eft 6;
Doncquesle produict ci deflus aufli 6, eftle vrai pro-
duict: Maisle mefmeeft trouué par multiplication, la
ou nous auons di¢t que -+ multiplié par+, donne
produict +,& — par— donne produik - & - par

6

This Theorem teaches that + times + gives +, — times — gives +, +
times — and — times + gives —. The arithmetical and the geometrical demon-
stration are both based on the identity (4#—5) (¢—d) = ac — ad — bc + bd.
This proof, based on the distributive law combined with the associative law
for addition (the commutative law is taken for granted), is essentially identical with
the modern way of proving the theorem (in the theory of rings). It will be seen
how freely Stevin uses the notation of negative numbers: -7 times :5 gives

+ 35, etc.
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DE YoPERATION. 167

—-0u — par + donne produi¢t — doncquesle theo-
remeeft veritable, . _ ‘

- Autredemonfiration geometrique.

D:F 7 : SoitA B 8—g

' ‘ (3 fganoic AD 8

. ' —DBg) Puis

5| 10 s ACg—y(ifca-

35 uoirAE9—EC7)

B : leur produiét fera
G CB: ou bien fe-.

3| 6 2t : lonla multiplica-

3  tion precedente

A:C 7 E ED7.—EF g6

~—DG4s5+G -

F3 5, Lefquelles nous demonfrerons eftre egales a

C Bencefteforte. - De roucle E D 4+ G F, foubftraid

EF,& D G,refte CB. Conclufion. Plus doncques mul-
tipli¢ par plus, donne produic plus. & moins multi-
plié par moins, donne produict plus, & plus multiplié
par moins, ou moins multiplié par plus, donne pro-
dui& moins; ce qu'il falloit demon ftrer. ’
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Then follov.vs in Prob. XXVI an application to the multiplication of radical
multinomials, illustrated by the multiplication of v/7 4+ 4/5 — 4/6 by

v 4 — 4/8 + 4/ 3, and another Theorem with the sign rule for division, Prob.
XXVII serving as example. This is followed by addition, subtraction, multiplication
and division of radical multinomials, integer as well as fractonal ones. This brings
us to Prob. XXXIV, which shows how to find out which of two multinomials

is the largest; the example is 3 + v/8and 8 — /5 (3 + V8 8 —4/5?
then V8 =5 — /5,8 = 30 — V500, 0 = 22 — /500,500 = 22,
V500 = 4/ 484, hence >). Probs. XXXV-—XXXVII are substantially arith-
methical expressions of the two lemmas of Euclid X Prop. 28: To find two
square numbers such that their sum is either also a square, or not a square, see
T. L. Heath, III pp. 63-—66; for the history of these numbers before Stevin see
L. E. Dickson, History of the Theory of Numbers 11, Washington, 1920, pp.

165—167. Then in Prob. XXXVIII Stevin returns to the topic already taken
up on pp. 46—54, and shows how to find examples of the twelve binomials

of Euclid X.

_This is followed in Prob. XXXIX by 16 examples showing how to extract
the square root of the twelve Euclidean binomials and of some multinomials,

the 16th example being l/17 + V140 + /84 +1/60 — V56 — V40— v/ 24

(=+7+ 45+ v/3 — V/2). Stevin points out, pp. 209—211, that not
all cases have been sufficiently investigated, for example the case in which the
square root of a quadrinomial is also a quadrinomial: such cases exist, since

Vis + V216 + V200 + v/ 192is V6 + V4 + /3 + 7 (the square
of Va+ Ve+Ve+Vdisa quadrinomial if @: 6 ==¢ : 4). In Probs. XL—
XLIII we find a discussion of the multiplication, division, addition, and sub-
traction of the roots of radical multinomials, e.g. the division of

l/\/g + V30 + V14 + V12 (written V/ guadrinomie V'35 + V30 + .
VI + V2 by VA5 + V7 (wiitten v/ bino V5 + v/2), ans.:

]/ﬁ+ /6. Prob. XLIII shows how to subtract ‘/ V?+ V2 from

Vy243 + v162. |
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Dela [onbitrattion des racines de multi-
" nomies radicanx. -
PROBLEME XLIIL
E §ant donnée racine de multinomie radical
de laguselle on foubffrai6E, &) racine de mul-
tinomie radical 4 [oubStraive : Trowner lewr
reste.

Explicationdu donné. Soit donné racine de multi-
nomie de Jaquelle on foubftraitt wlle : ¢/ bino. ¢/ 243
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De L'OPERATION, 217
+ o/ 162, & ¢/ bino. i {oubftraite telle: 4/ bino.
&/ 3+« 2. Explicationdurequis. 1l faut trouuerleur
refte. Conftrudtion. Ondiuifcra la 4/ bine. v/ 243 —~
¢/ 162, par o/ bino. ¢/ 3-+4/2, donne (par le 41 pro-
bleme) quotient 3 (£ils fuflent incommenfurables, on
les folueroit par—)du mefme, pour regle generale,
foubftraict 1, refte 2, qui vaut ¢/ 16,& parlamefme
diuifé le divifeur o bino. 4/ 3+ 4/ 2, faic 4/ bino.
48 -4/ 32laquelleic dieftre la racine requife. Demon-
ftration. Tout quotient moins vn multiplié par fon
diuifeur, donne produi¢t egal au refte dela foubfira-
¢tion du diuifeur de nombre 4 diuifer, par le theore-
medeuant le 2 5 probleme.’

Noftre quotient moins vin (quieft w/ 16) eft mul-
tiplié par diuifeur o/ bino. /3 + 4/ 2. donnant pro-
duit v/ 48+ 4/ 32. Ergo ¢/ bino./ 48+ 52 elt
cgale au refte du foubftraction de le dinifeur o/ bino.
' 344/ 2, dunombre 4 divifer 4/ bino.4/" 243 4+
162, Ceft d dire que o/ bino. 448 -+ ¢/ 32, eftla refte
requis; ce qu'il falloic demontftrer. Conclufion. Eftant
doncques donnée racine de multinomie radical, de la-
quelle on foubftraiét, & racine de multinomie radical

- a foubftraire; Nous auons trouu¢ leur refte; ce qu'il
falloit faire.

THEOREME L

] | € mleinomic ne fe peut diuifer en antres
noms de mefme multitude.

Nor a. 1l faut entendre que nous parlons icide
propre multinomie, ceft duquel tous les noms font
entre cux incommenfurables, car4/ 2 -+ ¢/'8, neft pas

In Theorem I we are taught that a binomial of the form a4 + vV'b, or \/;‘—1— \/;,
wherg the terms are incommensurable, cannot be reduced, that is, if
¢t +vVb=a +VE, VI +V7 = VP +V g thena = a, b = b,
p = p1. 94 = 4,- An analogous property holds for multinomials. Theorem II
states that £ (4/; 4 4/8) is pot only commensurable with VaE =G I ks

integer, but is also of the same type in the Euclidean classification of bino-
mials (comp. pp. 46-54).
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218  L® 1t LIVRE DARITH,

binomie, comme ncus auons dié au corollairede la
4o dehinition. Explicationdudonné. Soitdonné bino-
mictel: 4 + &/32. Explication du requis. 1l nous faut
demonftrer que le binomie donné 4 4/ 32, ne fe
peutdivifcren autres deux nows : C'eft 4 dire, quon
ne penrtrouucr deux autres noms, lefquels enfemble
foient egaux, au{diéts 4 + ¢/ 32; Et pour encore explis
quer plus clairement le {ens de ce theoreme, pofons

6 -+ 4, comme f'il fuft binomie,le mefime {e peut diui-

feren autres deux parties, comme7 -+ 3, qui vallent
aufli 10: Oril nous faut demonfirer, que le femblable
eft impofhbl-en vrai binomie. Demonflration.
Soubftrahons premierement du nom +/ 32 quelque
partic comine 2, commentfurable au 4, & reftera /32
— 2,puisaiouftons le 2 premierement foubftraict, 4 4
font 6,& nous alirons alors 6 + ¢/ 32 — 2,qui eft egal
24 + ¢/ 32, mais ce n’eft pas binomie. .
Soubftrahons au fecond, de ¢/ 32, quelque partie
telle, que le refte foit fimple nom comme 4/2,& refte-
ra+/18; Puisaiouttant la¢/2,d 4 ferag 4-¢/2, & le
toutenfemble fefa 4 -+ ¢/ 2 + 4/ 18, lequel combien
quil eft egal d 4 + /32, toutesfois ce n'eft pas bi-
nomic. ‘
Soubftrahons au troifiefme, de ¢/ 32, quelque par-
tie imcommenfurable, & chafcun nom du binomie

donné, comme ¢/7, aiouftant 4 4,8 demeurera alors.
4+ 74+ /30— 4/ 7,quieftaufliegald 4 —+4/32, -

toutesfois ce n’eft pasbinomie. Le mefmefe demon-

ftrera en tous autres femblables. Conclufion. Le multi-"

nomic doncques, ne fe peut diuifer en autres noms
de mefine multitude; ce qu'il falloicdemonttrer.
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DE ’'oPERATION. 219
THEOREME IL

S F on maltiphe ou dinife multinomie radscal,

par nombre Aritbmetique: Le produict on
quotient [era multinomic, de mefme multitude
de noms, ¢/ de me[me ordre, comme le multi-

nomic multiplic,, on diwif€. JL[era auffi commen-
Surable andicz mulsinomic mulviplie on dinif¢,

Explicationdu donné. Soit donné binomie 4 multi-
plier ou diuifer tel 4/ 12 —4/24; Et nombre Arithme-
tique muldplicateur ou divifeur 2. Explication durequis.
Il faut demonttrer que le produict, ou quotient, fera
binomie de mefine multitude de noms, & de mefme
ordre, comme ¢/ 12— ¢/24: Item que tel produick
ou quotient fera commenfurable audi&t binomic4/ 12
—+/24. Preparationdelademonslration. Multiplions
v/ 12— 4/ 24, par 2, & donne produict par le 26 pro-
bleme ¢/ 48 — 4/ 96; Puis diuifons le mefme binomie
12—/ 24, par 2, & donne quotient par le 27 pro-
bleme " 3 — ¢/ 6. Demonfiration. Que le produict
v/ 48 — 4/ 96; Item le quouient ¢/ 3 — 476 font bino-
mie comme le donné,eft manifefte. Il appert aufli par
la 56 definition qu'ils font de mefme ordre: a fcanoir
toutes trois le douziefimeen [ordre: Item que ledict
produict & quotient, font commenfurable au bino-
mie donné, eft auffi manifefte ; car par la preparation
de la demonftration,lc produict eft le duple du donné
& le quotient fon {ubduple. Conclufion.Si doncques on
muldplie oudiuife muf:inomie nowmbre, par nombre
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- 220 Le 11. LIVRE D'ARITH,
Arithmetique; Le produict ou quotient, &c. ce qu'il
falloitdemonttrer. _ , :

COROLLAIRE I,

S’enfuit par le reuers de ce 2 theoreme, que fi deux
multinomies font commenfurables, qu'ils feront de
mefme multitude de noms, & de mefme ordre.

COROLLAIRE II.

1 eft auffi notoire par le precedent theoreme, que fi
on muliiplie, ou diuife quelque fimple racine, par nd-
bre Arithmetique,que le produict ou quotient, fera ra-
cine de mefme qualité comme la racine multipliée, ou
diuifée.Par exemple 14/ 3{qui eft 3 nombre Arithmeti-
queincémenfurable) multiplice par 2 donne produict
2/ 4 qui eft auffi racine de racine, & 4 nombre Arith-
metiqueincommenfurable.

Nor A, Les precedens deux theoremes, nous ferui-
ront entre autres, pour quelques demonftrations en
noftre traict¢ des incommenfurables grandeurs.

Prob. XLIV shows how to find a fourth proportional to three given radical

numbers, in our notation /7 : 4/5 = 4/6 : X, ans.: x = 1/370; Prob. XLV
how to find mean proportionals to two numbers, examples: 1) 2 : x = x : 10,

ans. x—=4/20, then 2) 2: x = x : y = y: 10, ans. x = 740, y = ¥"200,
then similarly three, four, and five mean proportionals. In Prob. XLVI we learn

how to divide a geometrical number in a given proportion; the example is /7,

to be divided in ratio of 4/2 to 4/5 (Stevin's answer is incorrect). Probs.
XLVII and XLVIII deal with the rule of the false and of the double false
position for radicals. )
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228

TROISIESME PARTIE
1 tDE L’OPERATION' DES’

A NOMBRES ALGEBRAIQ_IES '
; Premxerc dx&m&lon,des quatre numerations
dcs nombres algebralques enciers. .

” N THEOREME. L
Q antzte a@eémzque multzplt ee [mr qmmtt-

te algebmzque donner Prodm uantize, -
de laquele le nominateur eft qgal 4 lu fomme des
BOMINALEWT'S a'ela qmmtzte P multzplfer, 0 dnw
'multzpltmtmr. R A

| " Exemple 1.. ! -
Explmman dy danne Soientau Fondement des nom-
bres geomemques deuam la 14 deﬁmtlon, la feconde”
quannte B4, & latierce quanure C'8: Explicationdu -
requis. Il faur demonftrer que B, muln plié par C,don- .
nent ptodun& quinte quantité, 4 fcauoir la fommie de
leurs nominareurs quifonit 2 & 3, faifans enfemble ¢,
nominateur de la quinte quantité. Demam‘iranou,Mul-ﬁ
tlpltons 4 de B par 8de C, font 32, qm eft la- qumtc
quanme E. | '

l

o

Exemple IL -

Nous suons demonftré ci deflus ¢ que ﬁmple quan-
tité, multlphee p:l.t‘ ﬁmple quannte » 'donne_ pro-
duié cerraine fimple quantue 1l nous faut demon-
thrlc meﬁne » €n quantités compofees, A laquelle

5
!

 Third part

First section

 The theorem states that an algebraic quantity multiplied by an alge_braic
quantity gives a product quantity of which the exponent [Stevin's term is no-
minator} is equal to the sum-of the exponents of the quantity to be multiplied and
of the multiplier [ for the definition of algebraic quantity see Def. XIX-XX]. The

theorem states that mzzP cndl = mmz‘b T2 and is demonstrated by an arith-

metical and a geometrical proof for the case that p and 'q are positive integers.
Prob. XLIX then shows how to multiply “integer algebraic numbers”, that is,
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fin,foitdefcript laligne A B, qui foit 1 ® vallant 3,8
B C egale dla A B, foit aultre 1 @), de forte que toute
laA Cfera 2 (@; Puis {oit defeript le quarré DE, du-
quelle cofté foitegal dla AC,le mefme ferade 4 (3,0
4quarrez, defcriptsde A B; Puis foit defcriptle cube
FG, duquellecofté foitegal 1A C,
le mefme fera de8@G), 0u 8 cubes de- H‘
fcr;'_pts de1 @ A B; Puis foit defcript
le folide rectangle HI, de 16®), &
ainfi pourroit on proceder es aaltres
quantitez en. infini, Doncques 1 O
ABvallant 3, les 2 @ A C vauldront
6,&les 4 @ DE 36, & les8QF G
216,&les 1I6@ HI 1296, Explication
du donné. Soient donnez aux figares i

cideflas2 A C6, &8QFG 216.

A D F
3 ;
B
3 ' _

C E G I

2:D6 4336 8Q 216 161296

Explication du requis. 11 faut demonftrer que A C,mul-
t‘lphe par F G,donnent produit quartes quantitez HI,
a fcauoir la fomme de leurs nominateurs, qui font t
& 3.faifans enfemble 4,nominateur dela quarte quan-
tiee. Demondiration. Multiplions 6 de A C, par 216 de
FG, font 1296, quieft la quarte quantité HI, Conclu-
JSion. Quantité doncgucs algcbraiqucmultigliéc par
quantit¢ algebraique donne produiét quantité, de la-

algebraic multinomials such as 243 — 442 + 3z and 24¢ + 348, ans.:
447 — 226 — 6a5 + 9at, 2 procedure which also holds for radicals such as

V342 + 2aand 4/ 542 4 4a, ans.: v/ 1542 + 2243 + 8a2.

The “Démonstration” on p. 231 has misprints, corrected by Stevin at the end of
his book. The first sentence should be “La démonstration de ce probléme est mani-
feste par les démonstrations des problémes des multiplications précédentes. Ou
autrement...... " ’
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quellele nominateut eft egal 4 lafomme desnomina-
teursdela quantité & multiplier, & du multiplicateut;

ce qu'il falloit demonttrer.
NoTa.

On entendra par.ce theoreme, que (@ multiplié
par @, donne produict @), comme 3 @, multipliés
par7 @, font 21 @); Et2(3), par4 ®, fait 8@; Et g
®, par2,(qui eft par 2 @) faire 10Q), &c.

Delamultiplication des nombres alge-
braiques entiers.

PROBLEME XLIX.
E §tant donné nombre dlgebraique entier a
multiplier, ¢ nombre dgebraique entier
mu!tt])ﬁmtmr: Trouuer leur produi&i‘.

Explicationdu donné. Soit donné nombre algebrai-
que entier 4 muldplier tel: 2@ — 4@+ 3 ®; Et

- multiplicateir 2 @-+3Q. Eaplication du requss. 11

fault trouuer leur produic. Conétrucion. On difpofera
les donnez en ordre vulgaire comme defloubz, difant
~+- 3 @ fois—+ 3 @, font + 9 @(car tel produict eftre
—appert parle theoreme denant le 26 probleme.Aufli

_que ceft @, appert pat ce precedent theoreme, la ou il

eft demonftré, que @ multiplié par @), dobne pro-
dui@ ®)& ainfi des autres; Puis aioufte ce qu'il y aen-
tre les deux lignes;ily aura produit4 @ —2©—6
® -+ 9@; Ladifpofition des charatteres de I'opera-
tioneft telle.

~
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Nombre 4 multiplier 1—4@+30
Multiplicateur _ +2@+30
+6Q—12(+9®

49—8@+ 60
Produit 42—20—6B0+9®

Te di queledick produict, eft le produiét requis, Et
de mefme forte multipliant 4/ 3 @, par4/ 2 @, faik
V60 : ' _

Irem muldiplianta/ 3 X @, par / 2 X @» fai&k
V6B :

Item pout muldiplier 4/ 3 Y( @ par /2 @, on con-
uertira la prime quantité,aufli enracine, quielt /3,
& lear produi fera #/ 6 @,

Irem muldpliant 4/ bino. 3 @+ 2 ®,par 4/ bino. 5
@4 ® font 4/ trine. 1§ @+ 220 + 8 @.

Item multipliant &/ bino. ¢/ 3 @+ 4/2 ©, par #/
bine. v/ s @+ a7 4 @, font &/ quadrino. &/ 15@
V1:0+100+8@. , :

Demonitration.

La demonftration des cesexemples, des multiplica-.

tions precedentes eit manifefte par les demonftrations
des problemes; Ou autrement par la diuifion du fui-
uant probleme. Conclufion. Eftant doncques donné
- nombre algebraique enticr 4 multiplier, & nombreal-

febraiquc entier muldplicateur; nous auons trouué

eur produict; ce qu'il falloit faire.

571

- 116 -




572
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. THEOREME.

(tmite' dgebraique diuifte par quantite
lgebraique,donner quotient quantite,
de laquelle le nominatewr et ogal & lareste de
nominatenr dw dwifewr [oubStraicE du nomina-

tewr de la quantité 4 dimifer.
Exemple 1.
~ Explication du donné . Soient au fondement des nom-
bres geometriques deuant la 14 definition la fexte
quantité F 64, & la feconde quantite B-4. Expli-
cation du requis. 11 faur demonttrerqueF, divifee par
B,donne quotient quarte quantite D, quieft quantité
delaquelle le nominateur eft egal 4 la refte de 2, foub-
ftraict de 6, nominateurs des d%mnez. Demonitration.
Diuifons 64 de F, par 4 de B, donne quotient 16, qui-
eft laquarte quantité D.
Exemple 11. .
Explicationdudonné. Et pour demonftrer le mefme
en quantitez compofces; Soient aux figures deuant le
49 probleme 16 @ H11296,& 8O F G 216, Expli-
cation du requis. 1) faut demonftrer que HI, divilé par
F G, dounent quorient primes quantitez A C; qui font
quantitez de laquelle le nominateureft egal 4 larefte
- de 3 foubftrai@t de 4, nominateurs des donnez. Demon-
* fration. Divifons 1296 de HI, par 216 d¢ F G, donne
quotient 6,qui fontles 2 @ A C, Conclufion. Quantité
doncgucs algebraique, diuifée par quantité algebrai-
jue, donne quotient quantité de laguelle, &c. ce qu'il
alloit demonttter. :

Then follows another Theorem, stating that ma® s nal = min. 1 for
p > g, demonstrated for p, g positive integers. In a Note Stevin remarks that
8 (® divided by 2 is the same as 8 () divided by 2 (o), hence 4 (3. Prob. L
gives examples of this theorem, the first being 944 — 1443 4 6a — 5 divided

. 2 6 .
by 342, answer 342 — 4-;4 + 3—2 y — 5%2 (Stevin has no negative exponents),
L . 4 1443 — :
which is also written as% _ 14‘; 2+ 6a > ; the third example is 3243 + 4
a

divided by 42 + 2, answer 842 — 44 + 2.
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‘N oT A On entendra par ce theoreme que () divis

{ée, par (3, donner quotient (3), comme 6 (3), diuifees

par 3 @,donnent quotient 2 ®; Et8 @, diuifees par 2,
(quieft (@) donner quotient 43),&c.

De la dinifion des nombres a{ge&réi_
ques entiers,

PROBLEME L. )
E Stant donné nombre algebraique entier
dinifer &/ nombre algebraique entier dini-
feur: Trouser lewr quotient. -

Exemple 1.

Explicationdu donné. Soit donné noinbre algebraique
entier 4 diuifer tel: 9 ® — 14 @+ 6 ® — §; Et dini-
feur 3 (. Explication du requis. Il faut trouuer leur quo-
tient. Consfruition. On difpoferales nombres donnez
comme ci defloubs, difant. combien de fois 3 (@),en
9@ Yhaik + 3@ (- par le theoreme devant le 29
probleme & (2 parle theoreme denant ce §o proble-
me) lefquels 3 (2,0n metteraau vulgaire licu ciu quo-
tient, & alors leur difpofition fera telle.

FO—14Q+6O0—5 3O
33 ‘

Puis on mettera autrefoisle diuifeur 3 3, foubz —
14(3),& ondira;combien de fois <+ 32),en — 14 Q)?
faict — 4 -3 @; Puis mettit autrefois le diuifer foubs
—~+ 6 (©, on diracombien de fois+3 @ en+6D?
faict + ;2 (ce que deuin toufiouts telle fraction al.

gebraique,quand le nominateur du divifeur eft maieur
que Je nombre 4 diuifer) Puis on mettera autre fois le

573
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diuifeur foubz — s,difant; combien de fois 3 3en—
52 fai& —. Etladifpofition des charatteres delo-

peration acheuée fera telle:

IO —124 D+ D— (30 —4+ O+ 52— 75

7® 1@ 50 5O

Iedi que ;@—4-§—®+‘:—%——;%c&lelquoﬁen;
requis. o : _
Lon pourroitauffi pour folution mettrele nombre
4 diuier fur vne ligne, & le dinifeur deffoubs, & le
quodent requis feroit fradion telle, -~

9ID—14@+6D—y
3

Exemple 11.

Explication du downé. Soit donné nombre algebrai-
gue entier 4 dinifer 4 @— 2@ —6®+9@®. Et
ivifeur 2 @ ~+ 3 @. Explication du requis. 1l faut
trouuer leur quotient. Conffradion. La conftru&tion
ferd par la conftru&tion du precedent premier exemple
afcz notoire , parquoi nous metterons feulement
l_audifiaoﬁtion des chara&eres de Poperation acheuée
telie:

3® $0 B
#2—20 —BQ+FDO(20—4O+30
tO+30+504+50

2042@ '

Iedi que 2@ — 4@ + 3 @, eft le quotient requis. -
Exemple 111.
Explication du donpé.  Soit donné nombre alge-
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braique entier 3 diuifer 32 @ —+ 4,& diuifeur 4 O~+-2.
Explication du requic. Il faut trouuer leut quotient. Con-
frugtion. On difpofera les donnez eni cefte forte:

' Puis on dira, combiende fois 4 D
32944 en32 O faik 8 @ fois, les metsant

4® 42 aulieu duquodent, puison multiplie~

rale 2 jaar 8 (®, font 16 @, qui foub-
fraictes de ce quiilya deflus, reftera —16 @ +4 &
Jeur difpofition fera alors telle: -

o ' ‘Puis on mettera autrefois le
—16( diuifeur, difant,combien de fois

§20+480® 4@ en—16@2failk —4®

#O+=z fois, les metranc au lieu du quo-

- tient; puis on muldipliera le 2
par— 4 @ fait —38 ©, qui foubftrai¢t de cequiily a
deflus, reftera 8 © —+ 4, & leur difpofition fera alors

telle: Puis on mettera autrefois l¢ diuifeur, di-
: fant, combien de fois

8@ 4 ®en 8@ faick2

— 15 fois,le mettantaulien

72044 (8@—4®  du quotient, puis on
4O+z - mulupliera le 2-dua
4O +2 divifeur , par 2 du

_ quotient font 4, qui
foubftraié de ce qu'il y a deffus, ne refterarien; leur
difpofition acheuce feraalors telle:

0 Ie di que 8 @

— 1@ —g O 2, et

§20+4 BO—40+2 L quotiét requis,

+®O+z Etde mefme for-

4Oz . te,eftant 4 divifer
O =X _ 604 12,par 2

575
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 (®—2 on trouuera (fuiuant le precedent exemple)
Ppoutquotient, 3@ — 3O 43 + 53, - -
Irem divifant 4/ 6 3), pars/ 3 ®©, donne quotient
V20, -
Item divifant4/ 6 )( @), par 4’3 X ®,donne quo-
tient #/2 X @. ' ' o '
Item pour divifer 46 @, par+/3X(®, on conuet-
tira la prime quantité auffi en racine,quicft 4/ 3 3, &
leurquotientferas/ 2 3. -
Item divifant o/ trino. 15 @ + 22O +8®3, par-
#/bino.3 @+ 2 (®,donne quotient ¢/ bino. s D 4.
Item divifant 4/ quadrino. 4/ 15 @D+ 12 @ +
#1048 D), par 4 bino, 4/ 3 @++"2@,don-
ne quotient +/ bino. 4’ § @ ~+ 4/ 4 ®. '
- La demonftration’ des fufdicts exemples, eft mani-
fefte par les demonftrations des problemes des diui-
fions precedentes. Ou autrement par la multi lication
du precedent probleme. Conclufion. Eftant oncques
donné nombre algebraique entier 4 diuifer,& nombre
algebraique entier diuifeur, nous auons trouué leur
quotient; ce qu'il falloit faire, ) o

Probs. LI and LII show addition and subtraction of algebraic numbers. One
-example, using a method already previously explained, is

V2742 + 184 — 4/ 342 + 2a =

(Vﬁ?ﬂiﬁf@ 1)v‘aa2+_za= (3—1) V342 + 2 = v'124°+ 8a.
342 + 2a
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Scconde diftin@ion des quatre numerations
des nombres algebraiques rompuz, &
d’autres computations 3 icelles
apartenantes.

PROBLEME LIIL

Stant donnez_deux multinomies dlgebra-
ques : Trouner lewr plus grande commune
mefure. .

N o T A. Petrus Nonius au commencement de la
troifiefme partie de fon Algebre, eftimoit qu'alors ce
problemen’eftoit par generale reigle inuenté, parquoi

il en defcripuoit quelque maniete a taftons. Nous de--

[criprons f{alegitime conftruction, qui fera femblable
d Poperation de Pinuention, de la plus grande com-
mune mefure des nombres Arithmetiques entiers du
5 probleme:a {cauoir on divifera premierement le ma-

ieur par le moindre, & puis le dinifeur autrefois par la -

refte, iufques , 4 ce qu'il n'y fefte rien,&c. commele

tout fera plus chir par exemple.

" Explication du donné. Soientdonnez deux multi-
nomies algebraiques tels: 'va 1@ 1@, laulte

577

Prob. LIII demonstrates Stevin’s method of finding the greatest.common divisor
of two algebraic numbers. See our Introduction p. 462. The method is illus-
trated by finding the G.C.D. of 43 + 2 and 42 + 74 + 6, ans. G2 + 6. We
do not find the remark that any multiple of 2 4 1 will serve the same purpose.

The method is applied in Prob. LIV, where

1
i

1
?a+1

43+42
a2 + 7a + 6
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1@+ 7 ® 46, Explication duregats. Il faut trouuce

leur plus grande commune mefure. Construdtion. On

diuifera le multinomie auquel eft la fuperieure quanti-
t¢, comme eftici le premier donné 1 @+ 1.®), par

-~ Pautre (du quotient qui eft 1 ® comme audict § pro-

bleme,ne prenons ici cure) en cefte forte:
Ecreftera — 6@ —6 @,

. —6@—6®  parlesmefimes on diuifc-
¥Q+r®. ¢ (1® raaure foisle precedent
2Q+70+ ¢ - divifeur en cefte forte:

N Et reftera 6 © - 6, par
46 les mefmes fe diuifera au-

I®+H®O+6 (% we fois le precedent dinis

FQ—E0 - fcur en cefte forte:
o Ecn’y refte rien, parquoi
—6@—F® (—1@® icdique 6O+6,cftla
F§O+§ plus grande commune

g " mefure requife. o

- Demonstration. Sil’on mefure combien de fois ily a
6D+ 6,en1 B+ 13, (Ceft adire i on diuife 13
—+ 1'@ par 6 D+ 6) fetrouue (parle 5o probleme)
-+ @ fois: Semblablement combien de fois les mef-
mes 6 ©+ 6,{onten r@—+7 O~ 6, fe trovme %
® 1 fois : Maisque c’eftaufli Ja plus grande com-
mune mefure, elt manifefte par.ce que +-@& &
®—- 1, fontquantitez (par Ja 21 definition)entre elles

‘premieres; ce qu'il falloit demonttret.. * Conclufion.

Eftant doncques donnez deux multinomies algebrai-
ques, nous auons troyue leur plu’s grancle commune
mefure; cequ’il falloit faire.
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| PROBLEME. LIIL
| E Stant donne nombre algebraique rompu:
~ Trouuer [on premier rompn. .

Ekplic%tfgngu doniié. Soit donné roxlr;?q algebrai-

ue tel 22— Explicationdu requis. 11 faut trouuer
?on prcn;'uyr%fpu. gonﬂm&ian. On trouuerala plus
grande commune mefure, de 1@+ 13, &1 @ +
7 (D6, qui parle 53 probleme fera 6 © + 6: parles
mefimes fe diuifera 1(3) +- 1 (3,donnequotient (parle
so probleme) - (@, lequel on mettera fur vne ligne;
Luisendiuifer: lest @47 @ - 6, par lefdicts 6@

- =+ 6,donne quotient £ @+ 1, lefquelson mettera

foubz ladicte ligne en cefte forte:

v ' Ie di que le mefmeeft le premier
.__I@ . rompu requis. Demonffration. Eftant
+ @O 41 numerateur & nominateur de* nom-

. 1 bresentre enx premiers par la 21 de-

T €® finition ils feront le premier rompu,

+ O+1 - durom u-ﬁo%é%,par la 23 defin.
ce qu'il falloit demonftrer. Conclufion. -Eftant donc-

ques donné nombre algebraique rompu, Nousauons
trouué fon premicr rompu; ce qu'il falloit faire,

579
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Probs. LV—LX go on to deal with fractional algebraic numbers, e.g.
943 4a 1845 — 1245 645

344 T 242 T 646 646"
latter fraction, which he leaves in the form RO In Prob. LXI we find 5 rules

Prob. LX). Stevin does not reduce the

AR
for the extraction of square roots from mv.ﬁ%nomials, and 4 rules for the
extraction of cube roots, with examples, e.g.-34 is the square root of 942, 242 +
3a is the square root of 44¢ + 1243 + 942, 24 4 3 is the cube root of
843 4 3642 + 54a + 27. Stevin recognizes that the square root may have two
values: the square root of 444 — 1243 4 942 is 242 — 34 as well as — 242 + 3g4,
but he only points it out in cases where the multinomial has both 4+ and —
terms, not in a case like 442 + 1243 4 942, where 242 + 3a is the only root.

Probs. LXII—LXV deal with the elementary operations performed on what
we call algebraical forms in more than one variable, in the notation of Def.
XXVIII, pp. 24-25." Example: (462 + 54) (362 + 2a), written: 4 sec @) +
S@Oper3sec® + 2 (O Ans: 12sec @ + 23 (D) Msec @ + 10 (@), or
1264 + 23ab2 + 1042 (Prob. LXII).
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Cincquic(me diftinction, de la reigle de
trois des quantitez.

V £ v que les nombres Arithmetiques,& radicaux,
4 la precedéte 1¢. & 2. partie de ce fecond liure,
onteu apres leurs computations rationelles, auffi leurs
coputations proportionelles; Senfuit (felon quiil aefté
promis en targument) qu'en cefte troifiefme partie,
apres les precedentes computations. rationelles des.
quantitez, il nous fautauffi defcripre leurs computa-
tions proportionelles, & premierement leur reigle de
trois. Maisauant que d’y venir nous annoterons quel-

ques articles neceffaires,defquels le premier efteel:

LA RAISON POVRQVOI
NOVS APPELLONS REIGLE DE
troz ou inuention de quatrie[me pro-
portionel des quantitez; ce que
~walgairement [e diét equa-

tion des quantites, o
V-E v ﬁm: les noms conuenables,fonten les fcien-

cesde grande importance, & principalement es
difficiles, ce n'eft pointa tort, que nous les choififfons,

If we follow the same order of treatment as in Parts I and II of this Second
Book, with respect to arithmetical numbers and radicals, then we must now come
to proportional computations with quantities, and in the first place to the
rule of three. But we must first explain THE REASON WHY WE CALL
RULE OF THREE, or invention of the fourth proportional of quantities, that
which is commonly called equation of the guantities.

Since convenient names are of great importance in the sciences, it is not without
reason that we select them, and so we call invention of the fourth proportional
what is commonly called equation. There are indeed always three terms to
which a fourth proportional has to be found. If we ask how much 3 ells the
value of 2 Ib. is equated. But the word equation has made students think that .
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au lieu desinconuenables: ce qui feraici, de Pinuen-
tion de quatriefme p.roportion;} des quantitez, qui fe
di¢t vulgairement equation; Nous le nommons ainfi,
parce qu'il eft plus commode 4 la doétrine ; Car puis
qu'il y-a toufiours donnez trois termes, aufquels on
cherche vn quatriefine proportionel (comme appa-
roiftraen fonlieu) pourquoi ne fappelleroit ceci pas
aufli bien inuention de quarrie{me proportionel, com-
me en tousautres? Quantd ce que'on me dira, que
Ceft aufli equation, certes ic le concede, & non pas
feulement en quantitez algebraiques, mais en tous au~
tres. Parexemple 6 aulies couftent 4 1b, combien 3
aulnes 2 'on trouuc fon quatriefme proportione] 2 1b,
ce qui eftaufli equation, caron egaled la valeur des 3
aulnes,la valeur de 2 1b:tontesfois il w’eft pointen vie,
de le nommer equation; mais on Pappelle (& d bon
droi&t,puisqu’il eft plus propre)inuention de quatriefsy
me proportioncl: Et pour-la mefine raifon le nom-

_monsnousici ainfi, 4 f-ll)n quele grand mifterc de pro-
portion en quantitez, enfemble %cs caufes des chofes,
foientplus faciles & notoires,que oncques au parauant.
Car ce mot d’equation 4 faict penfer aux apprentifs,

ueceftoit quelque matiere finguliere,laquelle rouze(=
?ois eft commune en la vulgairearithmetiquecar nouns
cherchons 4 trois termes donnez, vn quatriefme pro-
portionel.  Maiscomme cela qu'ils nomment equa-
tion,ne confifte point en cgaleté des qnantitez abfo-
lues,ains en egaleté de leurs valeurs; Ainfi confifte.cefte
proportion en la valeur des quantitez, comme le fem-

lal‘:lc eft vulgaire, aux communes chofes corporel-
les. Parexemple vn beuf vaut 2 moutés auec 8 1b,ergo
1 mouton vaut4 Ib, le(quels font quatre termes pro-

it is something singular, though it -is really something common in ordinary
arithmetic, since we seek a fourth proportional to three given terms. When we
speak of cquation we do not mean equality of absolute quantities, but of their
values, so that we can write, if one ox costs 16 Ib., equal to two sheep plus 8 Ib.:

1 ox 2 sheep 4+ 8 Ib. 1 sheep 4 Ib.
16 1b. 16 1b. 4 lb. 4 Ib,,

and 16 is to 16 as 4 is to 4. Equally, when 1 (3 is equal to 2 () + 8, then
1 is worth 4 [if x2 = 2x + 8, then x = 41, and one can write

1 ® 2Q@ + 8 1@
16 4

4
16 4.
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portionaux, non pas felon la quantité, en refpect de la-
quelle,le produi& des cxtremes, neft point egal au
produic des moiens, mais {elon la valeur: car comme
16 1b valeur du beuf,a 16 Ib valeur de 2 moutons ayec
81b,ainfi4 b valeur de 1 mouton,a 4 Ib valeur du qua-
riefme terme, lefquels termes proporuonels , nous
metterons en ordre, pour plus grande euidence, en
cefte forte: :

tbeuf. 2 moutons~8ib. 1mouton. 4ib
1616, 161, - 41b. 4

Le mefme fentend aufli des quantitez: car quand
nousdifons, 1 @eft egale,ouvaut2 @ —+ 8, ergo1 ©
vaut 4, ce font quatre termes proportionaux; mais au
refpect de leurs valeurs, defquellesle produict desex-
tremes, eft feulement egal au produict des moiens.

~ Leur difpofition conforme i 1a precedente cft telle:

1. 2048, x@ 4.
16, ‘16. 4. 4.

DES TROIS TERMES

DONNEZ, AVSQVELS POVR LE
semps prefent, on [cait legitiniement
trowucr vn quarricfme

proportionel.

oM ME tous problemes en la geometrie, ne font

C encere inucntez; Carl'onydefirela quadrature
du circle, aufli Pinuention de deux lignes moiennes
roportionelles entre deux lignes donnees,&c. lefquel-
fcs. toutesfois nous fentons par la raifon, {e pouuoit

" [Hence x2 : (2x + 8) = x : fourth term, and as x2 = 2x + 8, x is equal to
the fourth term. The symbols (1), (2), ... here stand for unknown, so that we can
render them by x, x2, ... The distinction between known quantities 4, b, ¢, ... and
unknown quantities x, y, z, ... dates from Descartes’ La Géométrie of 1637, in
which x, x2, ... are also for the first time consistently considered as quantities of
the same dimension. For Stevin there is always a distinction between a “quantity”
such as 2 and its value, which is a number].

OF THE THREE GIVEN TERMS TO WHICH AT THE present time a
fourth proportional can legitimately be found.
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trouuer ; Ainfi nous avient le femblable en PArithme-
tique dl'nuention du quatriefme terme proportioncl
des quantitez; Car quand le premier & fecond, font
compolezde ces cineq-quantitez® @ @ O® ©,oun d'c
partic dicelles, ou deleurs derivatifs,ou quil noys foit

offible de conuertir les donnez 4 telles efpeces, par

Fa reduction (laquelle redution fe declairera ci def-
foubs) alors P'on en peut trouner (foitle troifiefme ter-
me de quantitez quelconque)le quatriefme proportio-
nel: excepté quelquedifficulté quife rencontre aucu-
refoisen 3 egale a (D -+ (@, comme nous en dirons
plus ami)lcmcm ,alafin dela premiere dxﬁcrc‘rlc,e du
69 probleme. De tous les autres n'eft pour Pheure
(combien quileft poffible) trouuce legitime generale
reigle. Les différences qui fe rencontrent defdikes cinc
quantitez ( defquelles nous defcriprons onze proble-

- mes) [onttelles:
' 1l eft vraiqu’ily auroitdes’

Q) (@ differences beaucoup d’auan-
e |00 taige , prenant @ egale 4 @,
©) e pour voe & @ cgale AC O,
o) ®E pour autte,&c. . Maisveu que
3l MmO ceci font derivatifs desautres
® U;g_ﬁ O1C arla 27 definition, delquels
SIERIeIolC) "operation fera femblable 3
® 616 celle de leurs primirifs nous les
® 61016 comprendrons tous foubs vn
0 @®®  probleme, qui fera le 78. Et
®©) l@@®O apreslemefme, fuiveront en-

core deux problemes, de I'in-
uention de quatriefine terme proportionel des poft-
pofées quantitez.

Not all problems in geometry have been solved, since we should like to find the
quadrature of the circle or the construction of two mean proportionals between two
given lines {see Problemata Geometrica, Introduction.] It is the same in arithmetic,
where we can only find the fourth proportional if the first and second terms
are composed either of x4, x8, x2, x1, x0, or some of them, or derived forms
[Def. XXVII}, or if we can reduce our problems to these. [From now on we
render (@), ®), etc. by x4, x3, ..., but we must not forget that Stevin’s symbols may
mean any multiple of x4, x3, ...: if Stevin wants to express our x4, he writes
1 @]. An exception must be made for x3 = ax + &, where there is some
difficulty, as we shall see in Prob. 69. For all other cases there is a legitimate
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DES INVENTEVRS DE CES
REIGLESDETROIS DES
QVANTITEZ,

l E s inuenteursde cesreiglesde trois des quanti-

tezantefte,
: _ (Degale 3 ©.
Mahomet filz de Mofe Arabiende< Leurs deriuatifs.
(@ cgalc i0E.
Etquelque autheur incognu Leurs deriuatifs.
: mslquc autre autheur incognu{% Zgﬂ: i g %
YouysdeFerrare @egi®BCO.

Quant 4 Diophante, il femble qu'en fon temps les
inuentions de Mahomer aient feulement efté cog-
nues,comme fé peult colliger de fes (ix premiers liures;
Heft vraigu’il (olue de merucilleufes queftions,com-
mae nous declarerons en fonlieu, mais il conduict com-
munement fes operations par vne admirable fubtilité,
ainfi, que le premier & fecond terme, deviennent @

. egaled ©, ou leurs deriuatifs, & aucunefois, mais ra-
rement,a @ egalea ®G@. ‘

Les deriuatifs de (2 egale 2@ (@), inuentez par le
fufdi¢t premier autheur incognu,, font deferipts par
Lucas Pacciolo. B :

Quarit aux inuentions du fecond autheur incognu,
Cardane fe ditles auoir trouué par efcript; mais
quelles meftoient point dinulgees; Auffi que Scipio

. Ferreus de Boloigne, aic trouué la premiere forte, qui
elt de @ egale a® @; Augquel fuiuoit Nicolas Tar-

general rule. They are [Stevin always takes the term with the highest exponent
on the left hand side and gives it the coefficient 1, see Rule II, p. 272}: x = g4,
x2 = ax + b, x3 = ax® + b, x3 = ax2 + bx + ¢, x4t = ax + b, x4 =
ax2 4+ bx + ¢, x4 = ax3 + b, x4t = ax8 + bx 4 ¢, x* = ax3 4+ bx2
+ ¢, x4 = ax8 4+ bx2 + ¢x + d. [, b, ¢, d may be positive or negativel].
Equations such as x2 = 4, x4 = ax2 + b can be reduced to previous types, see
Def. 27 and Prob. 78.
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talia Breflian , mais par occafionde quelque difpute
quileuft de cefte matiere,auec Antonio Maria Flendo
Vepetien , dilciple dudict Scipio, en laquelle il dif-
couura quelque chofe, par laquelle Nicolas le conie-
€tura, & wouua; -Lequel apres beaucoup de prieresde
Cardane: le luid declairé, ce que luy Catdane eftoit
fondement, par lequelil eft venu au Kout de pluficurs
demonftrations geometriques, de @ egale 3 @ © O,
& leurs dependances, dontil a defcript vn liure intitu- -
1& Ars magna. '

Mais'inuention de Louys de Ferrare eft n’agueres
diuulguée en langue ltalienne par Raphael Bombelle
grand Arithmeticien de noftre temps.

DE LA REDVCTION.
A v A N T que venir 4 ces problemes de la reigle de

troi$ des quantitez, il nous faut confiderer; que
fouucntesfois lefdiéts premier & fecond, ou egaux ter-
mesdonnez, ne femblent au premier regard point de
ceux dont nous auons dict ci deffus, a fgauoir defquels
on (cait trouuer le quatriefme proportionel; toutesfois
eftant reduits, on trounera qu’ils le feront. Il nous
faut doncques declairer apertement cefte reduction.
& pourI'expliquer premierement par quelque exem-
ple vulgaire ; Pofons lecas qu'il y a propofeéz trois ter-
mes defquelson requiert le quatriefme proporrionel,
tels: 8 aulnes de drap, plus 2 linves de poiuve, moins 3 liures
de canelle, vallent 2 liuves de poiure, plus 2.4 efcuz., meins 3
liures de canelle, combien vaudront 2 aulnes de drap? Or
par ce que le premier & fecond terme, ont desaioinéts
de plus & moins, il y a propof¢ quelque queftion , qui

[This historical survey ascribes to Al-Khwarizmi (“Mahomet son of Moses the
Arabian”) the solution of the equations x = 4, x¥ — ax + b and the “deriva-
tives” of x = a (Def: 27), to an unknown author the derivatives of x2 = ax + &,
to another unknown: author the solution of x3 = ax + b and x3 = ax2 + b,
and to Ferrari that of x4 = ax3 + bx2 + c. At present, with better information
available, we may allow ourselves a smile when we read that Diophantos (c. 250
A.D.) may have known of the inventions of Al-Khwarizmi (c. 800 A.D.). The
book by Pacioli which Stevin mentions is his Swmma of 1494. As to the solution
of the cubic equation, Stevin knows of Scipio Del Ferro, Tartaglia and his
dispute of 1535 with Florido, of Cardan, Ferrari, and Bombelli; so that he is
well-informed on the history of the subject in his own century]}.
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fcmble confuife, car de multiplier le troifiefme parle
{econd, & duwifer le produict par le premier, comme
ilz font propofez (pout cn tronucr le quattiefme pro-
pottionel) cé feroit chofe tresfacheufe, & obfcure, par-
quoiil faut remedier 4 ce plus & moins (lequel reme<
detappelle ici reduction)encefte forte: Puis que le
premicr & fecond terme donnez; font par lhypothefe
d’egale valeur, fenfuit que fi d'vn & d’aultre cofté,
nous aiouftons, & foubftrahons, chofts egales; que
fommes & reftes feront egales, lefquelles nous fcruent
au lieu des premiers donnez (commele femblable eft
chofe vulgaire en autres computations communes.
Parexemple fi Pon di&, 4 aulnes vallent 6 1b, cobien ¢
aulnes? ou autremét 2 aulnes vallent 3 1b,cobien saul-
nes? I'vn & I'autre déne vn mefine quatriefine)Soub-
ftrahons doncques de chafcun terme,d fgauoir du pre-
mier & {econd 2 liures de poiure, & demeurerdt § aul.
de drap,moins3 liures de canellejequivallas d 24 efcuz,
moins 3 liures de canelle: Puis aionttons (par ce qu'il y
amoins) a chafcun defdis tenmes 3 liures de canelle,
& la fomme de'vn fera 8 aulnes de drap, & de Tautre
14 efcnz,tefquels feront autrefois d’cgale valeur & ceci
font les termes reduicts, par lefqiels on pourra facile-
men venir au requis; Car difant 8 aulnes de drap val-
lent 24 efcuz, combien 2 aulnes ? le requis (era par vul-
gaite {olution 6 efcuz. Tout de mefine forte fautiten-
tendre, quen la reigle de trois des quantitez ( pour le
plus & moins & autres femblables occurrences quife
rencontrent enicelle) eft'ancunefois neceflaire tc(lL: (o
dution,aucuncfois neftil pasbefoing, commeappa-
roiftraen fon licu par les exemples. Et Cappelle ceci re-
dudtion, parce qu'on reduict les texmes donnez, cn

!

ON REDUCTION

There are problems which at first sight do not seem to belong to. the rule
of three of the quantities, but still can be reduced to them. For instance, what
is the price of 2 ells of linen if 8 ells of linen plus 2 Ib. of pepper minus 3 Ib.
of cinnamon are worth the same as 2 lb. of pepper plus 24 goldpieces minus
3 Ib. of cinnamon? [8x + 2y — 3z = 2y + 24 — 3z]. This problem cannot
be solved by applying the rule of the fourth proportional because of the terms
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autres termes, qui font de maieure ou moindre valeur,
que les premiers, combien quilz demeurent entre eux
en'la mefme egale raifon.

Or aiant declairé quelle chofeeft reduétion, nous
viendrons 4 la pratique de reduire,8la comprendrons
en 10 rei glcs,dgfqucllcs la premiere eft telle:

with plus and minus, [solving the unknown u from (8x + 2y — 3z) :
(2y + 24 — 3z) = 2 : u would be wrong}, but can be reduced to it by addition or
subtraction of the terms with plus and minus on both sides {subtract 2y, add
3z, hence 8x = 24]. Now we can apply the rule of three: if 8 ells cost 24
goldpieces, how much do 2 ells cost? { 8 : 24 = 2 : x, x = 6]. We shall
give 10 rules for such reductions to the rule of three.
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The ten rules for reducing equations to the standard forms of p. 267 can be
llustrated as follows:

Rule I: Given 2x4 = 6x3, reduce to 2x = 6.

Rule II: Given 3x3 = 9x2 + 12, reduce to x3 = 3x2 + 4 (cbefficient of
x3 is made 1). '

Rule III: Given 4x3 — 7x = 2x2 + 3x, reduce to 4x3 = 2x2 + 10x.
Given 4/27x2 + 18% = 3 + 4/ 3x2 + 2x, reduce to
4/ 12x2 F 8x == 3, or (Rule VI): 12x2 4 8x = 9.

Rule IV: Given 9x3 4 5x2 = 4x9 4 7x, reduce to x3 :-Z—,x2 + -i—x —-—1—

Rule V: Given 5—24;_'_0 — 2 reduce to 10x2 + 12 = 12x.
x 3

Rule VI: Given 3x = v/ 2, reduce tov9x2 = 2.
Given 2x = 4/3x3 + 4x, reduce to 4x2 = 3x3 + 4x.
Stevin remarks that if 2x3 + V/3x2 = 5x2, then the common method
is to write 4/3x2 = — 2x3 4 5x2, from which follows
x4 = 5x3 — 25 x2 4 3 There is, however, a shorter method, ex-
plained in Rule VII.

Rule VII: Write in the previous example 2x2° = 5x — /3, which is easier
to solve by means of the fourth proportional than the

x4 = 5x8 — 341 <2 4+ -‘3; obtained by Rule VI. Other example:

2x3 - 4/9x2 = 7x2, which according to Rule VII becomes
2x3 + 3x = 7x2, of which (Prob. 68) the root is 3; however, according
to Rule VI it becomes, by squaring, x4 = 7x3 — 12—x2 + , which

also gives x = 3 (Prob. 76).
Stevin does not pay attention to the possible introduction or sup-
pression of roots. This rule of taking square roots does not lead to

2

i ; — 3 o 2
results in a case like 3%2 or x 3 (which Stevin writes “5 en

. circle”.

Rule VIII: Given 16x4 4 24x3 4+ 9x2 = 25, reduce to 4x2 4 3x = 5 by
takmg the square root on both sides. The poss1b1hty 4x2 3x = —95
is omitted.

Rule IX: Given 200x2 = 300x + 400, reduce to 2x2 = 3x + 4 by dxvxdmg
by the G.C.D. of the coefficients. .

Rule X: Given 8x5 -+ 6x3 = 12x4 -+ 20x3 4 9x2 + 15x, reduce to
2x2 = 3x + 5 by d1v1dmg by the G.C.D. 4x3 4 3x of both
sides. Stevin discards the possibility 4x3 = 3x = 0, which has no
roots recognized by him.

In a Nota he points out that there are also other forms of reduction, such as the
transformation of x3 = ax + b into x3 = ¢, or x4 — ax3 + bx2 + ¢cx + d
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PROBLEME LXVI,
YR Stant donnez_trois termes, defquelsle pre-
2 mier1 © ,le fecond @, le troiﬁq[me nom-
bre algebraique quelconque: Trouner leur qua-
trig[me terme proportionel . |

Explication dudonné. Soicnt donnez trois termes fe- -
lon le problemetels : le premier 1 @, le fecond 4, le
woifiefme § @. Explicationdu requis. 11 faut trouuver
leur quatriefme terme proportionel. Conifruition. On
multipliera le troifiefme terme donné 5 (@), parlefe-
cond 4, fai&t 20 ®; Puis on diuifera les mefmes parle

© - premier terme-donné, quielt 1 O, & donne quotient
“(par le s o probleme) 20: le di que 20¢ftle quatriefme -
~_terme proportionel requis. Demonfiration. Puis que
nous difons par ce probleme,que § M vallent 20la 1,
vaudra 4. Mettonsdoncques foubs chafcun terme fa
“ yaleur encefte forte : '

B SO 4 50 20.
4. 4. 20. 20.

~Et appert que 20 eft leur quatriefme terme propor- -
" “tionel, car comme 4 4 4, ainfi 204 20; ce qu'il falloit -
~ demonftrer. : R
N oT A.Etde mefine forte fentendra,que 1 (D val-
- lantg,les § ® + 3, vauldront 23,carles 5 © vallent
par ce probleme 20, & plus 3 font 23. '
" Item 1 @ vallant 4, les s ® — 3, vauldront 17, car
.S (&)vallcm 20, par cc probleme,defquels foubftraict 3
refte 17. '

into x2 = px 4 ¢, which will be specially discussed in later problems. These
are the cases treated by standard rules. From now on begins the discussion of
these standard rules. o

Pr_ob.' LXVL [Given x = 4, what is the value of any multinomial in x, or
quotient of two multinomials? In the Nora this is extended to such cases as:
given x3 = 3x + 2, what is 3x2 4 4x? For this, first solve x3 = 3x + 2
answer x = 2 (Prob. 69). Then 3x2 + 4x = 20}. B |
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Item 1 @ vallant 3,alors 1 @) (veu que 1 @ eft la
potence quarréede 1 @) vauldra o, _

Trem 1 ® vallant 3, les 4 @ vauldront 4 fois g, qui
eft 36. _ .

TIiem 1 @ vallane 3,la 1 ® (veuque 1 @ eftla po-

-tence cubiquede 1 D) vaudrazy, .

Irem. 1 @ vallant 3, les 43 vaudront 4 fois 27 qui
eft 108. . , o

Irem 1 @ vallant 5, les 2 @ + 6 @ vaudront 8oéar
2 @ vallent 50, & 6 D vallent 30, font enfemble 8o.

Item 1 © vallant 2, les 3+ 4@ — 5 O+ 7
vaudront 37, carles 3 @ vallent 24,8 4 (@ vallent16,

& 7 vaut 7, defquels la formme (d cavoirde 24.16.7) . -
eft 47,des mefmes foubftrai®t 10 pourles — § D, refte -

* pour folution cglr;lmc delﬂhs ;g.H , ;

Item1 @) vallant 3, les -—@)-—@"' F38=7— vaudront 22,
carles2 @+ 3 @© — 7 vallént 28,& les @—4’@
~+ 6 vallent g1. '

Item 1 @ vallanta/2, alors 3 @ vaudront trois fois
+/2,quieft parle 22 probleme ¢/ 18, -

Item 1 ® vallant4/2, alors 1 @ (veuque 1 @ cft
potence quarrée de 1 @) vaudra 2, & 3 @ vaudront 6.

Item 1 @ vallant /' 2+ #/3,les 3@ vaudront trois
fois autant,quieft +/ 18 .4/ 27.

Item 1 (D vallant &/ 2 + 43,121 @ vaudra le
quarté de+/ 2 -4/ 3 qui eft s+ +/24. Ecainfi d'au-

tres femblables. Conclufion. Eftant doncques donnez-

“trois termes defquels le premier 1 (), le {econd @, le
troifiefme nombre algebraique quelconque, nous

auons trouuc lenr quatricfme terme proportionel; ce
quil falloit faire.

Nora. Ce 66 probleme diffcre du fuivant feale- -

591
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ment en cela,que fon premier terme donné eft d'vne
prime quantite;mais le fuivant de multiude de Irimes

_quantitez quelconque, aufli que les exemples du pro-

bleme precedent ontle troifiefme terme donné de plu-
fieurs quantitez mais le fuiuant toufiours de 1 @,
Erpour dire de fon vtilité & propriete, faut fcanoir,
quaux problemes fuiuans detrois termes donnez, le
wroifiefme fera toufionrs nombre algebraique quel-
conque. toutesfois nous ne donnerons en lesexemples
des mefmes: pour troifiefine terme, aurre que 1 @
Comment doncques (pourroitquelcun dire) fera on
uant le troifiefme terme fera quelque multinomie
algebraique, felon la propofition 2 Ierefpons que par
double operation; Premierementon trouuera la valeur
de 1 (D, par fon probleme, qui eftant cognu, on trou-
ueraalors par ce 66 probleme la valeur du multino-

- mic propol¢ pour troifiefine terme donné, difant 1 @

donne autant,combien tel multinomie ? Parexem ple,
fi les trois termes donnez fuffencrels: le premier 1 3),
le fecond 3 @+ 2, le troifiefine 3 @ <44 @: Ondi-
roit premierement, 1 3 vaut 3 O+ 2,combien 1 @2
fai& parle 69 probleme2. Puis pour fecondeopera-
tion,on diroitautrefois 1 M vaut 2, combien 3 (@4
4 @, faiét par ce 66 probleme pour le quatricfine
terme proportionel requis, 20. Etainfi daultres fem-
blables. Ce probleme feruira auffi, pout les demon-
ftrations Arithmetiques, des problemes fuiuans,com-
me le tout apparoiftra par les exemples , chafcun .
en {on lien.
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PROBLEME. LXVIL

E Stant donnez_tross termes, de[quels le pre-
~ mier © , le fecond ®, le troifielme nombre
dlgebraque quelconque: Trousier lewr quatrief-
me terme proportionel.

Explication du domné. Soient donnez trois termes
felon le probleme tels: le premier 2 ), le fecond 6, le
woifiefme 1 @. Explicationdurequis. 1l faut wwouuer

- Ieur quatriefme terme proportionel. Constraction. On
diuiPera le 6 dufecond terme, par 2 du premier terme
(car puis que le nombre du troifiefme terme eft 1, il ne
fera befoing de faire la vulgaire multiplication du troi-
fiefme & fecond terme, qui feroit 6 ®) donne quo-
tient 3. Iedique 3 eft le quatrie/me terme proportie-
nelrequis. Dentonfiration. Puis que nous difons par ce
probleme, 1 () valoir 3,doncques par Ic 66 probleme,
2 @ vaudront 6,;mettons doncques foubs chafcun ter-
me fa valeur en cefte forte:

2@, 6. . 3.
6. 6. 3. 3.

Etappert que 3cft leur quartriefme terme propor-
tionel, car comine 6 a 6, ainfi 32 3; ce quiil faﬁoit de-
monftrer. Quanta la demonftration geometrique, la
chofeeft fi notoire, que il nefemble point de meftier.
NoT a. Silestrois termes donnez fuflent tels: le
premier § @, lefecond ¢/ 3. le troifiefine 1 @,0n divi-
fera (commedeflus) 4/ 3,par 5, donne folution 4/ L.
Autrement on pourroit foluer cefte queftion reduifant

Prob. LXVIL [This is the modification of the previous problem for the
case ax = b, a = 1].
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les termes egaux patla 6 reigle delareduction, a fca- -
uoir prenant la potence quarrée,d= chafque terme,&
feront § (@, egales 4 3, & feroir alors queftion, requi-
rant 'operation du 78 probleme.

Item fi les trois termes donnez fuflenttels: ic pre~
mier 3 @, le fecond /3 4+ /2, le troifiefme 1 @;0n
divifera(comme deflus) # 3 442 parles 3(des 3 @)
donne folution ¢/ 2~ 4 ¢/ 2. Erainfi d'autres fem-
blables. Conclufion.” Eftant doncques donnez trois rer-
mes defquels le premier @, le fecond @, le troifiefine
nombre algebraique quelconque; Nous auons trouué
leur quatricfine terme proportionel; ce qil falloit
faire.

Prob. LXVIIIL. This is the theory of the quadratic equation. There ate three
cases (“differences”): 1) x2 = ax 4 b, 2) x2 = — ax + b, 3) x2 = ax — b,
where 2 and b are positive. The case x2 = — ax — b is omitted, because
it only leads to negative solutions, see Art. VIII after Prob. 70. Stevin claims
that, contrary to Stifel and Cardan *, he will solve all cases by one method “so
that, without change of one syllable the operation will be the same in all

*Cardan’s rule: Querna, da bis, refets to the case x® = ax - b; guerna is abbrevia-

. . . a® .

tion of guadratus aequatur rebus et numero; da bis means: add twice, namely — to b in
4

the radical, and - to the radical. Nu wer, requan refers similarly to b = ax 4 x%, x2 + b
> 2 4 9 y

=ax (Ars magna, Ch. V). On Stifel’s Amasias see the Introduction.
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PROBLEME LXVIIL

E Stant donnez_trois termes, de[quels le pre-

mier @, le fecond © ©, ke troifiefme nem-
bre algebraique quelonque: Trouser leur qua-
triefme terme proportionel.

Nora. Le binomie du fecond terme donnéde
c¢ probleme fe peut rencontrer en trois diflcrences
{cauoir: : B

Defquelles les autres en donnent trois

O+ 0. diger o Cruels Michel
O+ iuerfes operations , aulquels Miche
& — @' Stiflle d accommode ce mot Amfias.

" & Cardane liure 10 chap. § ce carme,

Querna, dabis. Nuquer, admi, Requan, Minue dami.
Mais nous demonftrerons vne feule maniere; par la-

quelle fans varier &'vne fyllabe, I'operation fera en tou-
tes trois la mefme: Parquoi faut {Gauoir que nous neles

these cases”. This rule, in our notation, is that if x2 4 px + ¢ = 0 (p, g pos.
 or neg), x = — —é’- + V% — ¢, on the understanding that only positive
values of x are selected (negative roots form a subject of later discussion, see Prob.
70). The method is first verified by direct substitution of the answer in the
equation (“arithmetical demonstration™), then verified geometrically in the
manner familiarized by the Greek and Arab writers (see our Introduction),
and finally proved algebraically in a section called On the origin of the con-
struction of the preceding problem. Here follows a paraphrase of the “arith-
metical” and of the “geometrical” demonstration in the case of x2 = ax + 5,
Stevin's “first difference”, example x2 = 4x 4 12, solution: x = 6.
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appellons pas Differences,en refpe& des operations;
car. comme nous difons , Poperation eften toutes la

mefine, mais en refpect des diuerfitez; de la difpofi-
tion des quantitez, du fceond terme donné,

PREMIERE DIFFERENCE DE
SECOND TERME D—4(.

Explication du domné. Soient donnez trois termes
felon le probleme rels: le prémier 1 (3, lefecond 4 @
— 12, lewroificfme 1 . Explicationdurequis. 1 faur
wouuer leur quatriefine terme proportionel.

Consitruction.

-Lamoidede 4 (des 4 @) eft : 2
Son quarré ‘ : 4
Au mefme aioufté le @ donné quieft a2
Donne fomme ’ 16
Sa racine quarrée : :
Ala mefme aioufté 2 premier cn 'ordre faict 6

Iz di que 6 eft le quarriefime terme proportionel requis.
Deinonftration Arithmetique. Puis que nousdifons 1 @
valoir 6, doncques par le 66 probleme, 1 3 vaudra
36, & 4 O~ 12 vaudront aufli 36; Parquoi mettons
foubs chafcun terme favaleur en cefte forte:

1 (2. 4D+ 12, 1®. 6.
26 36 . 6. 6.

Et appert que 6 eft leur quatriefine terme pro-
poruonel,

Given x2 = ax. + b (x2 = 4x + 12). To find x.

Constraction. Take % (= 2), square it: % (= 4,add b to it:
‘; + & (= 16), take the square root: Vf‘-:— + & (= 4), to this add

g V‘;“’ (= 6). This is x.
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Autredemoniiration geometrigue.
Soitdefcriptle quarté A B C D, denotant 1 (3; done-

ues fon cofté B C (lequel prouuerons valoir 6, dla-
ndec lademontftration) fera 1 ®, car multipliant 1 ®
: en{oi,faict 1 (3. Puis
A G E B foitmenéelaligne EF,
parallele auec AD, &
foit AE 4; Ergole re-
. &angle A F (veu que
1 H ADeft 1t @) feragq (0.
Or puis que tout le
K quarré A B C D, qui
eft 1®,cftegald 4 ®
=+ 12,& quele re¢tan-
' gle AFfai@ 4 ®,lere-
D F C  Qangle E Cferar2.
Doncquesles trois ter-
mes donnez en nombres, nous les auons ici en gran-
deurs, 4 fcaucir ABCD 1 ®,egaled AF 4 O +EC
12;Et BCeftla 1 @). Orfaifons maintenant la con-
ftrution par ces grandeurs, femblable 4 la precedente
des nombres eft cefte forte:
Lamoitiede A E4, qui¢lt G E eft 2
Son quarté¢ GEHI _ 4
Au mefmeaiouftele @ donné ceftadire EC 12
Déne formme,pour le gnomon HIGBCF, ou pour
lequarré G B K L (quieft egal audiét gnomon) 16
Saracine BK
A lamefmeaioufté G E 2'premier en'ordre,ou
enfonlicu KC (car K Ceftegald G E)faict
pour B C 6
Cequil falloit demonftrer.

Other demonstration, a geometrical one. Let square ABCD be x2, hence. side
BC = x (which will be shown to be equal to 6). Draw EF parallel to AD, let AE
be ¢ (= 4). Hence rectangle AF = ax, and rectangle EC = x2 — ax
= ax 4+ b—ax = b (b = 12). Hence x2, ax, and & are each represented by

. .
areas, and x by a line. Now construct GE = 2 AE = ~a(= 2); area square

GEHI = L 22 (= 4). Add to this EC = b (= 12). Then gnomon HIGBCF =
N 4 T
square GBKL = ‘%42 + & (= 16). Then BK = V% a2 + b (=4). Addto

this GE = %4:KC.ThenBC=;—a+ia2+b:x.

- 142 -




598

188 LE 11. LIVRE DARITH.

NoTA. Le quatriefme terme proportionel vient
aucunefois a nombre Arithmetique incommenfura-
ble, duquel nous metterons deux exemples.

- Soient premierement les trois termes, defquels on
requiert le quatriefine proportionel, tels: le premier
13, lefecond 6 @+ 3,le trofiefne 1 ©.

Construllion.

Lamoitiede 6 (des 6 () eft 3
Son quarré 9
Aumefmeaiouftele © donné qui eft 3
Donne {omme 12
Saracine quarrée V12
A la mefme aioufte 3 premier en Pordre, f2i&

pour folution A12+43

Soient au fecond les trois termes defquels on re-
quicrt le quatriefme proportionel tels : le premier 1 (3,

lefecond /8 X ® letroifiefme o/ 3.

. Constrution. ,

La moiticde 4/ 8 (de /8 X @) eft 2
Son quarré 3
Au mefmeaioufte le © donné, quieft V'3
Donne fomme : 23
Saracine quarrée W bin. 2443
A lamefmeaioufte 4 2 premieren l'ordre,

faict pour folution 24/ bino. 2+ 4/

Seconde maniere de conftruition.

Autre maniere d’operation ¥ a il, laquelle demon-
ftrerons en toutes les trois differences, auffi la mefing;
par laquelle il ne fera meftier de conuertir parla 2 rej-
gle de redution lc nombre de multitude de (@, en

This is the construction given by Al-Khwarizmi, see the Introduction. A “gnomon”
is the L shaped figure which remains when from a square, e.g. ABCD, a._smaller
square, e.g. GBKL is cut out (squares may be replaced by rectangles or parallel-
ograms). The term appears in Euclid’s Elements II, Def. 11. See T. L, Heath,

Manual, l.c.'footn. 12) of our Introduction, pp. 44-45.
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yoié. Etcelui qui voudra fuiure ¢efte reigle euitera
aucunefois les rompuz , qui procedent de telle re-
duction.

Soient par exemple les trois termes, defquels on re-
" quicrtlequatriefme proportionel, tels: le premier 3 @s
le fecond 8 @ ~+ 16, le troifiefme 1 @.

Conitruction.

Lamoitiede 8 (des 8 @) eft 3 4
Son quarré 16
Au mefme aioufte le produict de 3 (des 3 @)par .

le @ donné, quieft 48
Donne fomme 64
Saracine quarrée 8
A lamefme aioufte 4 premier en Pordre.faic 12
Qui diuif€ par 3 (des 3 @) donne quotient & fo-

lution 4

DEVXIESME DIFFERENCE,
PE SEGOND TERME — D+ Q.

Explication du-donné. Soient donnez trois termes fe-

- lon le probleme tels: le premicr 1 @), le fecond —6 @

— 16, lewroiliefme 1 @.  Explicationdu requis. Il faue
tronuer leur quatriefine terme proportionel.

_ Construition.
Lamoitie de — 6 (des— 6 D) eft —3
Son quarré (car — 3 par — 3 fai&t —+9) eft 9
Au mefime aiouftele © donné, quieft 16
Donne fomme : 2

- Saracine quarrée , 5
- Alamefine aioufte — 3 premieren lordre, fait 2

599

Stevin's examples are: for case 1): x2 = 4x + 12; x = 6; x2
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6x + 3

x=4/12 4+ 3; 22 = xv/8 + V3;x= +/2 + 1/2—}- Vg‘(thereisamis-

print 2 for 4/2); 3x2 = 8x 4 16; x = 4. In this last example a “second
way of construction” is shown, in which the two members of the equation are not
N
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Ie di que 2 eft Iz quatriclme terme proportionel requis.
Demonftration Arithmetique. Puis que nous dilons

1 © valoir 2, ergo par le 66 probleme 1 (9 vaudra 4, &

— 6 ® ~+ 16 vaudront aufli 4, Mettons doncques

foubs chafcun terme fa valeur en cefte forte :

1. —6®D+16. 1. 2.
4. 4. 2. 2.

Et appert que 2 eft leur quatriefme terme propor-
tionel requis. '

\Autre demonflration Geometrique.

H G I Soitdefcript lequaré A B-
T C D, denotant 1 (3, ergo
foncofté A B ( lequel prou-

ueronsvaloir 2dla Ain dela

D —?F  demonttration) fera 1 @).
C Puis foit produi&te la ligne

: AB,enE,quiloit BE,& de

A B E  BE,&BC,foit defcript le

re(tangle BEF C, & fem-
blablement foit produi& BC.en G, & it C G 3,&
de C G, & C D, foit defcript le rectangle DCGH,
Ergolerectangle BEF C, (veu que EBeft3, & BC
1(D)fera3 @. Et femblablement fera le reGtangle
CDGH 3®. Or puisque lequarr¢e ABCD 13,
eftegal 2 — 6 M- 16,& quelesdenx reftangles CE,
C H font 6 ®. fenfuit que le. gnomon CFEAHG,
ferax16. Doncques les trois termes donnez en nom-
bres nous les audsici en grandeuts; 4 fGauor ABCD

1@, cgalea~CECH6@®+CFEAHG 16; Et

first divided by 3. This second way amounts to the use of the formula

x = ;;ggﬂ:l/ii+ aq % , if ax? = px + g. Case 2) is illustrated by
X2 = — 6x + 16; x = 2;'4x2 = — 4x + 24; x = 2. The last exgmple admits

of some variations of the previous formula:
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ABeftla1 @. Orfaifons maintenantla conftruéion -

ar ces grémdeurs,ﬁ:mblablc a la precedente des noms-
ﬁres en cefte forte:

La mositie des deux lignes FC, & C G, qui foit

: FCelt —3
Sonquarr¢ CF1G 7 9
.Aa mefine aioufté le @ donné, ccft 4 dire legno-

mon CFEAHG 16
Donne fomme pour lequarre AEIH .28
SaracineAE 5

A lamefme aioufte — F C 3 premicr enlordre,
ou en fon lien— B E 3, faict pour A B 2

Ce qu'il faloit demonttrer.
Seconde maniere de construction,quiefl (ans
connertir le nombre de multitude de-
@ en onite.
Soient les trois termes, defquels on requiere le gua«
trie(me proportionel, tels ; l¢ premier 4 3, le fecond
— 4 ® 4 24, le troifiefme 1 .

_ Conftruition.
Lamoitiede — 4 (des— 4 @) eft —_—z-
Son quarre 7 .
Au mefmeaioufté le produict de 4 (des 4 @) par

. le®@donne,quielt , 96
Donne fomme : 100
Sa racine quarré io

A lamefine aioufté — 2 premier en Pordre,fait 8
Qui diuifé par 4 (des 4 () donne quotient & fo-

lution ' 2

Et encore pourroiton pat Porigine des conftru&tions

de ce probleme(laquelle origine nous defcriprons der-

601
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(Stevin forgets in the “Autrement” to square his pj24/2 (= '1). Case 3) is
illustrated by x2 = 6x — 5, x =.1, x = 5; both roots are accepted since they
are positive. Special attention is paid to the equation x2 = 12x — 36, x = 6,
which we consider an equation with a double root, but for Stevin it is just one
root instead of two, to be found in the same way as all others by the general rule.
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tierete probleme) former beaucoup d’autres reigles,

des mefmes conftructions,& viendroient toutes a vne
_ mefine folution. Nous en donnerons deux fur la que-

ftion ﬁ‘prcccdcnte (qui fe peurroit aufli appliquer tantd

la ditference precedente,qu’ala fuinante)en cefte forte:

Lamoitiede — 4 (des — 4 @) eft —2
Son quarré 4, qui diuif€ par 4 (des 4 @) donne
quotient 1
Au mefme aioufte le @ donné, qui eft 24,donne
fomme 2§
Saracine quarrée s
De la mef{me (oubftrai¢t la racine de 1, fecond en
Pordre,qui et 1, refte 4
Qui diuifé parla racine de 4 (des 4 @) quieft par
2,donne quotient & folution commedeflus - 2
Autremeat,
Racinede 4 (des 4 @)eft 2; fon donble 4,parle
- mefme diuifé 4 (des 4 ) donne quotient I,
Aumefme aioufte le @ donné,quielt 24,donne
fomme 25
Sa racine quarrée 5
De la mefme foubftraict la racine de 1,{fecond en
'ordre,quieft 1, refte 4
‘Qui divif€ par laracine de 4 (des 4 @) qui eft par
2, donne quotient & folution comme deflus 2

Maisla premiere de ces trois conftructionseft la plus
commode pour cuiter computations radicales, qui fe
rencontrent {ouuentesfois en la deuxiefme & troifief~
me maniere, lelquelles nous mettons, plus pour rendre
noroire les caufes (qui par Porigine apparoifteront)
qu'autrement.

As he explains in Nota I though some call this an exceptional case, it is only an-
other application of the general rule. In Nozz II Stevin explains how reasonable
the case of two roots can be: if it is asked to divide 6 into two parts of product 8,
then both roots 4 and 2 are solutions.
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TROISIESME DIFFERENCE,

DE SECOND TERME O—Q.

Explication du donné. Soient donnez trois termes
felon le probleme tels : le premier 1 3, le fecond 6
— §,letroificime 1 . Explication du requis. 1l faut
trouuer leur quatriefine terme proportionel.

Conflraition.

Lamoitiede 6 (des6 D) eft
Son quarré - :
Aumefmeaioufte le@ donné,quieft
Donne fomme
Sa racine quarrée '
A la mefmeaioufte 3 premier en Pordre,faiét
-pour maieure folution -
Quautrement foubftraict ledict 2..de 3 premjeren
I'ordre(ce quieft le propre de cefte woiftefme
“difterence, dont la raifon fera manifefte,par 'oz
rigine dé ces conftiuctions fuinantes)refte pour
moindre folution : 1
Iedi que& 5 & 1 cft le quatrielme terme proportio-
nel requis. Demonflration Arithmetique. -Puis que nous
difons 1 (® valoir §; erge par le 66 probleine, 1 @ vau-
.dra 2,8 les 6 ® — g vaudronraufli 2 s;Mettés donc-
ques foubs chafcun terme (2 valeur en cefte fore:

1. (O=5. 10 . 5.
25. 25, BE 5-

Ec appertque g cft leur quatricﬁnc.-tetme propor-
tionel requis. '

3
92
]
4

603
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Mais que la folution 1 eft auffi veritable, fe demon.
ftre par mefme maniere. Mettons foubs chafcun ter-
me {2 valeur en cefte forte :

13- 6@—j. 1.

1. 1. I.

Et appert que 1 eft leur quattielme terme propor-
tione] requis. '

«Autre demonfiration Geomesrique.

- Ef” F Soit defeript le
A g quaré ABCD,de-
notant 1 (3),ergo-on
M cot¢ A D (lequel

GL H * prouucrons valoir §
ala fin de la demon-
ftration ) fera 1 (.

K L Puis foit produict la

N ligne D A,en E, &
D J C foicroutelaDE 6,&
I de AE, & AB, foit

defcript le reCtangle
AEFB,ergoleretangle DEF C(veuque DEcft 6,
&D C 1 @®)fera 6 (): Ot puis quelequarre ABCD,
qui cft 1 @, eft egal d 6 O — 5,8 que le reftangle
D EFC f2i& 6 @), ergole rectangle A F fera 5. Done-
ques les trois termes donnez cn nombres nous les
auons ici en'grandeurs, 4 (Gauoirt ABC D 1 3, egale
ADF6@®—AFg; EtADeltla1 (. Ot faifons
maintenant la conftruction par ces grandeurs,fembla-
ble i la precedente des nomgrcs en cefte forte:
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Lamoitiede E D 4, qui (it G D, fera 3
Sonquarre GHID

Au mefme aioufté le — ¢ donné, ceft 4 dire
moins le gnomon K L 1D G M, qui foit egal
aurettangle AF ' —_

Donne fomme pourlequarre MHL K 4

SaracineM Kou GN eft 2

Alamefine aioufté G D 3 premier enl'ordre,ou en
fonliew GE 3, faict pour NE§. Mais AD eft
egaled N E (lequel fe prouue, foubftrahant A D
sde ED 6, refte AE 1, qui multiplié par AB
5, donne fon vrai produi 5) faiét doncques

. pour AD [
Ce qu'il falloit demonftrer.  Mais que la folution
1 eft aufli veritable fe

E _F deméftre geometrique-
mentainfi: Soit deleripe
le quarr¢ ABCD, de-
notant 1 (2),ergo fon co=
fi¢ A D, (lequel nous
prouuerons valoir 14 la

~ findelademonftration)
: fera 1 (©. Puis foit pro-

G dui@D A enE, & foit

outcla D E 6, & de

AE,& AB, {oitdefcript

leretangle AEF B Er-

Al B g goleredtangle DEFC

DCi1®)fera6 @. Or
puis que le quarré ABC
D . C I D,quiclt1@,eftegal i

(veuque DE eft 6 &

605
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6 ®— 5, & quele reangle DEF C faiét 6 Msergole

retangle A F fera s.Doncques les trois termes donnez
en nombres,nous les auons icien grandeurs,  fcauoir

ABCD1(®,egale ADEFC6(®—AFj5; EtAD
eftla1 @ Or faifons maintenant la conftruction par

ces grandeurs, femblable 3 1a precedente des nombres
en cefte forte :

La moitie de ED 6, qui foit G D fera 3

Sonquarte GHID ' 9
Aumefmeaiouftele — 5 donné,cet a dire moins

legnomon BKID G M,qui (oi;cgal.au_re&dn-

Somme pourlequarre MHK B 4

SaracineM Bou G Aeft 2

La meline foubftrai¢t de G D 3,premier en Pordre
reftepour AD ' ’ 1

Ce qu'il falloit demonftrer

NoTta 1. QuantiPexception quaucuns fonten
cefte troifiefine difference ce ne doibt (3 mon auis)
point eftre d’exception; veu que nous venons au vrai
requis par generalereigle, & par vne mefme manicre.
Prenons pour exemple, quie les trois termes, defquels
on requierr le quatriefme proportionel foient tels: le
premier 1 (3, lefecond 12 ®— 36, le troifiefme 1 @,
& faifons en operation, femblable ilaprecedente en
cefbe (orte ' S

Lamoitie de 12 (des12 @)eft N6
Son quatré o 36
Au mefme aioufté le @ donné, qui eft — 36
Donne fomme , : )
Satacine quarrée . ' o
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Ala mefmeaioufté 6 premieren Fordre, faiét pour
premicre folution 3

Ou autrement o cincquiefme en Pordre foub-

 ftrai@de 6 premicrenFordre, reftera pour fe-
conde folution ‘ ' 6
Etappert quecelui qui fuiuera la generale reigle, nefe-
ra enrien deceu, . :
" Nota 2..Quelquyn pourroit doubter,que veult
fignifier la double folution de cefte woifiefime differen-
ce(qui fe peutlent rencONLIEr,COMME gn aucuns exem-
les fuiuians en fix dinerfes fortes) & comment 'vne &
F autre pourra eftre bonne. Or combien que ceci appa-

roiftra aflez cn diverfes exemples dalgebre fuivans;

Toutesfois pour ceux quice pendant iouroient eftre
en doitbte,nous en dirons;ici quelque chofe. Pofons le
cas,quilya Impo(é de partir 6 en deux parties telles,
que leur produiét foit 8. On trouuera par la premiere
manicre que I'vne nomibre requis fera 4, & par Pautre
maniere, e trouuera 2. Mais que I'vn& lautre folu-
tion foit bonne, & manifefte. Car fi on dict que I'vn
nombre eft 4, doncques foubftraict 4 de 6,refte 2 pour
I'autre nombre, lefquels 4 8 2 donnent produict felon
le requis 8, On fion di¢t par la feconde maniere que
Pvn nombre eft 2, ergo-foubftraiét 2 de 6 refte 4 pour
I'autre nombre, lefquels 2 & 4 donnentle mefime pro-
dui@ requis 8. En cefte queftion doncques & fembla-
bles voit onl'vfage de cefte double folurion.

Nota 3. Nouspoutrionsdonner cxem plesenla
feconde & trotficlme ditference, la ou fe rencontrent
nombres radicaux,comme nous auons fai¢t a la prece-
dente premiere difference; Mais venque Toperation
eft en toutes trois la mefme , comme il appert, &

607
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comme nous auons promis d’exhiber au commence-
ment de ce probleme, il ne fera pointde meftier.

DE LORIGINE DELA CON-
STRV_C'I'!ON DY PRECEDENT LXVIIIL
' PROBLEME,

Nous auons amplement fait aux conftructions
precedentes leurs demonftrations tant Geometriques,
«qu’ Arithmetiques; Mais encore n’cft pas notoire, par
icclles Poccafion quia fait inuentera Mahomet telle
reigle. A fin doncques que la chofe foit entendue par-
faicement nous la declarerons par fes caufes comme
fenfuit. , , .

Quand @eft egale d O ©, nous la pouuons redui=
reen @, egaled @, & alorseft la valeurde 1 ®no-
toire par le precedent 67 probleme, & de tclle redu-
&ion, eft colligée la maniere de ladicte conttruction
commeapparoiftra. Soit par exemple:

1Pegalea —6 O 416,

Qui font le prémier & fecond terme, de la premiere
conftru@ion,de la feconde diffetence; Et aiouftons 4
chafque partie 6 @, & fcront

- - 1EG 4-6Degalesd 16,

Refte mainitenant de trouver quelque(d, qui aiou-
fie 4 1 @+ 6 ,que tel trinomie aie racine, qui {oit ¥
® ~+-quelque ®. Or pour trouuer tel nombre, il ne
faut que multiplier la moitie de 6 (des 6 ®) qui eft 3,
en foi fai¢t 9, & on I'aura (la raifon pourquoi le quar-
ré de la moitie du nombre de @), eft toulioutsle @,
qu’il faut aioufter 4 tel binomie, eft par cela manifefte,
que le produi@ du nombre de @,qui eft ici vaité,mul-

Stevin shows how Al-Khwarirmi found the method to solve the quadratic
equation, namely by completing the square. Though negative solutions are not
admitted, negative numbers are used as elsewhere in L’'Arithmétique: the
equation x2 = 6x — 5 is written x2 — 6x = — 5, then x2 — 6x + 9 = 4,
hence x — 3 = 2and — x + 3 = 2, or x = 5 and x = 1. The case
that the coefficient of x2 is not unity is also discussed.
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tiplié pat le (9), eft toufiours egal au quatré dela moitie
du nombre de (; Etqui encore veur{¢auoir pourquoi
tel produict eft toufiours egal au quarté,de la moirie
dunombrede ®; Quilmultiplie 1 @ + quelque©@,
en foi; & facilement verra la caufe, es nombrespro-
cedans de loperation de telle multiplication) Aiouftos
doncques 9, d chafcune des egales parties,& feront

1@-6 O+ 9,cgalesd 2.
~* Puis extrahons de chalque partie racine quarrée, &
feront: '

. 1@ 3,egalesdy.
Puis foubftrahons dé chalcune partie 3, & fera -
1 ( egale, ou vaudra pour folution 2.

Et par cefte maniere, nous pourrions {oluer tous
femblables exemplesMais  fin que telle inuention de
valeur de 1 @, foit plus commode onla redige en
ordre, & onen a faiét vne reigle;confiderant d’ou nous
procede tel 2, valeur de 1 ®, & nous voionsaperze-
ment, quon aioufte toufiours le quarré du nombre de
©,2u (9, & que nousestrahons de la fomme racine
quarrée,; & que de telle racine,on {oubftraitencorc la
moitie du nombre de @, & pourtant’cﬁcc,gu’on_:i ap-

pliqué ces chofes ainfi en reigle de ladicte con-
ftruétion. - _ . :

Quant 3 lorigine dela feconde conftruétion, qu'il
y aen chafcune ditference, elle eft femblable d 1a pre-
cedente. -Soient parexemple 4 (@, egalesd — 4 O+
24, qui fontle premier & fecond terme de la feconde
conftruction, de la feconde difference; Et aiouftons 4
chafcune partie 4 ©,8 feront

4@+ 4 ®,cgalesd 24, L

Refteinaintenant de tronuer quelque ©,qui aioufté

‘609
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i 4@+ 4 ®; le winomie aie racine, qui foit @
quelque ®. ,

Or pour le trouaer,il ne faut que multiplier la moi- -
ticde 4 (des 4 (D) quieft 2, en foy, faict 4, & diuifer le
meflme par 4 (des 4 (D) donne quotient 1, pour tel
nombre requis:la raifon poutquoi(}'on trouue tel nom-
bre toufioursainfi,eft notoire par ce que nous enauons
diét ci deflus. Aiouftonsdoncquesa chafcune partie 1
&feront

4@+ 4O+ 1,cgalesd 2.
Puis extrahons de chafque partie racine quarrée,

& feront
' 2(D+1,egales 4 §. ,
Puis foubftrahons de chafque partie 1, & feront .
2(D,egalesd 4° . o
~ Diuifant doncques 4 par 2 (des 2 @) on aurala va-
leur de 1 (D,qui fera 2;Ecappert que de cefte operation.
eft colligee la reigle de I'un des exemples de ladicte

. deusiefme difference.

Item fi Pon confidere, que nombre de multitude de
® diuile par le double de la racine du nombre de mul-
titudede (), donne toufiours quotient (@, duquel le.
quarre aioufté au binomie; lui fai&t trinomie, aiant ra-
cine compofée de () & @, on en colligera encore vne
autre maniere. : . .

-Etparles chofes deflus dictes eft afles notoire Pori=
gine desaatres deux differences, toutesfois parce que:
nous auons dict, qu'en Porigine appert pourquot la
troifiefme difference a deux folutions, nous la declai-
rerons. Soit 1 (2), egaled 6 D — 5,qui font le premier
& fecond terme del'exemplede la troifiefme differen-
ce, & foubltrahons de chafcune partie 6 (©,& fera
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1@—6®,egaled~— §

* Refte maintenant de trouuer quelque ©,qui aioufté

d1(® -6 @, le trinomie aie racine qui foit 1 &

_ quelque @), le mefme pour les raifons que deffus fera 9

(4 fcavioir le quarté de — 3 moitie de — 6 der — 6 D)
Aiouftons doncques & chafcune partie 9,& feront

: 1@— 6@+ 9,egalesd 4. '
. Puis extrahons de chafcune parde racine qu arrée,

& (el'a .
: 1([M—3,egaled 1.
ouautrement
~1®+3,cgaleda.

* Carautant 1 ®— 3,comme—1 O+ ‘;, et raci-

ne de 1 & — 6 D+ 9; quand doncques nous Pofohs'
pour racine 1 O — 3 egaled 2, il faur aioufter a chaf-
cune partie 3 & 1 (D fera egale,on ‘vaudra 5. Mais fi
nous pofons pour racine — 1 (M 4- 3, egale d 2,il fau-

dra foubftraire de chafque partie 2, & refteca — 1 (D

~1,egale d o;Et aiouftant a chafcune parte 1 @,alers
fera 1 (D egale ou vallant 1. Eteft lacaufe de la double
folution,a ladicte troifiefme difference par ces chofes
fi manifefte, qu'il ’eft meftierd’én fonner plusmor;
Laquelle origine il faloit declairer. .Conclufion. Eftant
doncques donnez trois termes defquelsle premier 3

lefecond @ @ le troifiefme nombre algebraique quel-

conque nous auons trouu¢ leur quatriefme terme pro-
portionel; cequil falloit faire.

- Nora. Voila achenéé l'inuention du quatriefine
terme proportionel iadis pratifée par Mahomet.S’en-
fuiuent celles de fes fucceffeurs ; Mais auantquey ve-
nir nous defcriprons quelque theoreme nece‘ﬂiire a

 leurs operations & demonfirations , que nous auons

611
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colligé du theoreme de Tartalia,dcfeript par. Cardane
chap. ¢ liure A L6 E B.& formé felon noftre ‘guife, 4
- noz demonftrations plus commode, commeefuit.
- THEOREME. - )
S 1 o coupe “vme ligne droicte en liew quelcon-
que, le cusbe de toute la ligne, [éra egal aux
dews cubes , des parties, @&/ trousfors le [olide
reétangle, contenu [oubz_ les denx: parties , ¢
toute la lgne. ‘ .
Explicationdudonné. Soitlaligne droi¢te A B cou-
péeouque ce foiten C. Explication du requis. 11 faut
_ o demon-
F E flrer que

le cube;

delaAB, -
eft cfal .
] aux deux
. -} cubes de
I CB, &
~ troifois le
K flide re-
cangle ,
contena
foubs A -
7 C,&CB
AT <5 &AB.
Preparation de la demonitration. .
Defcriuonsdela ligne A B,le cube ADEB, qui

Here begins the theory of the cubic equation. It starts with the Theorem,
taken from Cardan, Ars magra, Ch. VI, and called after Tartaglia. It is the
identity (¢ + 5)3 + b3 + 3ab (¢ + &), geometrically demonstrated
according to Cardan, by dividing up a cube AEDB by a plane CF parallel to square
BE, then by a plane GHI parallel to the base AK such that HB = CB, and
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foit coupé par le plain CF, parallele au quarré BE, &
puis par le plain G H1, parallele 4 la bafe A K, & ainfi
que HB foitegale 3 CB, puis par le plain L N, paral-
lele au quarré A O, & ainfique HM foit egaledla
HB. Demonstration.

Toutes les parties font egales 4 leur tour,

Deuxcubes de A C, & CB, & lestroisretangles

contenuz foubs AC,& C B,& A B,ou foubs leurs
egales fonttoutlecubede A B,
Ergo lefdictes parties font egales au cube de A B.
Laflomption fe prouue ainft; le cubede A Ceftce-
lui duquel le quareé eft L F, & le cube de'C B eft
C H N, & lestrois folides re¢tangles font L H, & N F,
& G C, (nousdenotons par G C, le folide reétangle
confiftant foubs la fuperfice G C) lefquelles font les
parties integrantes du cube A E. Mais que le(di&s
trois {olides re(tangles, font contenuz foubz trois lig-
nesegalesi A C,CB,& A B, fe demonftre ainfi: du
folidle LHlaHOeftegaledaaAC.& HM,i1aBC,
& G H,ila A B, & femblable fera la demonftration
des deux autres folidesNF,& GC. - :
Lon pourroit encore prendre les trois folides reftan~
gles daulire forteque deflus;a {(avoir LC, & HF &
N LNous denotons par N 1, le folide rectangle confie
ftanc foubs la fuperfice N I, _

<Application des nombres aux gran-
deurs cideffus. |
Soittoutela A B quelque nombre comme 1o, &
ACfoit8,&BC 2, ergolecubede AC §12
Ftlecubede CB 8
Ex l¢ folide retangle L H 160, fon triple pour les

finally by a plane LN parallel to the square AO such that HM = HB. Then
the cube AE is equal to the cube on LF (L is such that DL = DF) plus the
cube on CN 4 the three “solid rectangles” LH, NF and that on GC (hence if
AB is divided into AC = 4, CB = &, then cube AE = (2 + £)3 = 48 4 53
+ 3ab (2 + &) ).
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-~ rois folides rectangles o 48
Leur fomme : _ 1000
Egaleancubede ABroquieftaufi. . = 1000

Conclufion. Si doncques on coupe vneligne droicte
en lieu quelconque, &c. ce quil falloitdemonttrer.
. COROLLAIRE L _
Happert, que le quarté A B;eftegal au quarré de
AC,aueclegnomon P OB A. | .
L COROLLAIRE II. :
1t eft notoire que le gnomonP O B A, eft egal au

quarré deC B, & le double du produic de A C,

& CB. ‘
L COROGLLAIRE IIL

- 1l eft manifefte, que le nombre des trois folides re-
“¢tangles LH,NF, G C, eft egal au nombre de 6 ciuar'ﬂ :

rez de AC,& 12 lignesde A C. Par exem Fle es 6
quarrez de A C{veu que nous pofons A C 8)font 384,
& 12 fois A C fai& 96,qui auec 384 faict 480: Etaufli

- font 480 lefdicts trois folides rectangles.

COROLLAIRE 1111,
Heft enident,que lc_ﬁqmbre du cubedelaligne A B,
€ftegal an nombre du cube de A C, & de 6 quarrez de

A C, & de 12 lignes A C, & du cubede CB.
- - Car, le nombre du cube de A B(pofant pour

* B1o, & pour CB 2, comme deflus) eft 1006
‘Qui fera egal au nombre du cube de A C s12
Etdeé6 quarrez,de AC " 384
Etder2lignes AC ' ' 96

Etducube,d¢ CB ' ' 8

- 159 -




615

Dr rvorERATION. - 30§
Defquelsla fommeeft aufli , 1000
COROLLAIRE V. .

Ilappert,quele quarré de A B, excede auquarré de
AC, ouPG, au gnomon PO B A, dou Penfuit que
fix quarrez de AB;excedent fix quarez de AC, en
fixgnomens P O BA, &c.

PROBLEME LXIX.

E Stant donnez_tross termes, defy wels le pre-

mier @ , ke fecond ® @, le trazf ome nom-
bre a{gebmqm' quekcongue: Trouuer leur qu4-~
trie[me terme proportzonel :

O+0 Norta. Le binomiedufecond ter-
—®-+©@ medonnédece probleme; fe peut ren-
®—@ contrer en trois differences, 4 {gauoir:
‘ Lelquelles-trois dlffercnccsnous de~
clairerons fepareement. :

'PREMIERE DIFFERENCE DE
 SECOMD TERME ®+@

E xphcatmn dudonné. Soxentdonnez trois termes (e.-
lonle probleme tels: le premier 1 ®,lefecond 6 @+
40,le troifiefme 1 @. Explication du requis. I faut trou-
uer leur quatriefme terme proportionel.

Conftruition,
I.e quarré de la moide de 4o donné eft 400
Du mefme {oubftraict le cube de 2 (tiers de 6 de
6 ©) quicht 8refte 392,faracine s/ 392, qui

Prob. LXIX. This is the solution of the cubic equation of the form x3 =
px + ¢, with the three cases (“differences™): 1) x3 = ax + b,
2) x8 = — ax + b, 3) x3 = ax — b (a, b positive, similar to the three cases
in the theory of the quadratic equation). There 'is no announcement that
only one comprehensive solution for all cases will be given — this had to wait
until the eighteenth and the nineteenth century. In case 1) the solution is in the
form

oo e S

An example is x2 = 6x + 40, x = ]/.-20 + }/392 +]/20— ]/3-9—2

- 160 -




616

306 L 11. LIVRE DARITH,
aiouftée 4 20, moitic des 40 donnez -~
fai& o 20+4"392

Saracine cubiqueeft A Blbino. 2044392

A laquelleaioufté fon refpondantbinomie o
diftoinét comme -V Qbino. 20— ¢/ 392

Donne fomme & Qbino. 204 4/392 + 4/

Q@ bino. 10— 4/ 392 _
Laquelle ie di eftre le quatriefme terme proportionel
réquis. Demonslration Arithmetique. Si la conuerfion du

‘muldiriomie de cefte {olution en nombre Arih. fuft Je-

gitimemét inuentee (quand il fera poffible cdmeici)ce
feroit fingulicre inuention, feruant aurant aux proble-
mes {uiuans, comme i ceftui ci; &.le trouuerions va-

loir 4, parlequel nous pouuons faire demonftration 5

mettant foubs chafcun terme “fa valeur en cefte forte:

1. 6 (D440, 10, 4
64. 64, - 4. C 4
Etappert que 4 eft leur quatriefne terme pro
portionel. - , ’ ‘
Quant 4 I'addition, que nousauons dict generale,
parle motendu theoreme du 24 probleme;  fcauoir
quemultipliantle quotient des deux racines cubiques
plusvn, parle dinifeur; Elle ne nous faille en rien, mais
parce que les parties font incommenfurables, 312 fin
nous reuiennent les mefmes deux racines'tubiqucs
desbinomies donnez. s

Preparationdantre demonstration
' . 'Geometrigque.
Soicntd ]a figure du theoreme deuant ce 69 proble-
me {elon la precedente operation , deux cubes LF 20

If x = # + v, then Stevin knows that # + v = 4, but has no way of
reducing # and » so as to obtain 4 (though, as he observes a little later on
in the book, he can approximate to 4 as closely as he likes by evaluating the square’
and cube roots). He proves the answer, as in the case of the quadratic equations,
first by direct substitution of x = 4 in the equation (“arithmetical demon-
stration”), then by using Tartaglia’s theorem on the division of a cube into
sections (“geometrical demonstration”). This amounts to the following:

since 43 + 3 = 20 +4/392 + 20 —4/392 = 40, and #v =340 — 392 = 2,

x3 = #8 + v3 4 3uv (# + v) = 40 4 6x. A second example is
R :
x8 = 12x 4 46’,x: .I/S-I——VX/O—I-VS + 0—=4
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4-4/392,& CHN 20— +/392, leur fomme eft 40,
& leur produi& 8; Doncquesle cofté DF,ou AC, faick

. &/ Qlino. 2044/ 392,& lé cofté CB,faick 4/ 3 bi-
no. 20— 4/ 391, lefquels deux coftez A'C,& C'B,
aiouftez;font pour le cofté AB;du cbe A E,+/ () birio.
20+47 3924+ @ bino. 20—/ 392. 1l faurde-.
monftrer; que tout le cube'A E vaudra 6 ® - 40, qui
eftint fai¢t nous aurons le rejuis; car {i on demonftre
quele.citbe qui eft AE, de 1t DAB/ O bino. 20

43924+ & Qbine. 10—/ 3gi,vaur 6 © =+ 40
Doncques on conclurd pat la renuerfe raifon que du
cub¢ AE 6 ®—-40;la1 ®AB vaudtas” Q) bino. 20
-4 392+ bine. 206 — ¢/ 392, & par confe-
quent 1 @ .vallant 6 ® -+ 40, qu’alors 1 @ vaudra o/
(3 bino.204- 4/ 39244/ Qbind. 20— 4/ 392.
Demonstration. ‘Le produict de AC &/ B)bino. 204~
& 392;pat CB 4/ @ bino. 20— 4/ 392.eft (par le 40
probleme) 2, pour la fuperfice G C, parquo la fuper..
fice M O feraaufli 2 qui multipliée par 1 © G H-(car
G Heftegaled 1 @ A B) donnc pro'gui& pour le foli-
de re@ingle LH 2 @, & femblablément feront les
deux folides re&ingles N F;& G C,auffi chafcun 2 ®,
& tous trois enfemble feront 6 @. Item les deux cubes
L F; & CH N (vei queleufs coftez font comme del=
fiis)font enfemble 40;doncqués tout le cube A E, faick
6 O 40; Etgo, &c: ce qwil falloit demonftrer. . .

Nota. llauient aucunefoisque lesracines cubi-
ques del'operation vallent nombre Arithmetique def=
quels Poperation peut eftrela mefine comme deflus,
Parexemple 1 () vaut12 @16, & on requiert Ja -
valeut dé + ©. '

There is-an “imperfection” for certain cases, which Bombelli has solved with
his pluf de moins and moins de moins, in our notation 4+ 4/ — 1 = + i and

——4/— 1 = — 1. (This is the so-called casus irreducibilis, where

3\2 3 - .
(_bz..> < (f;.) ). Stevin’s example - is x = 30x + 36, x = B18+ 26+

-+ B718 — 267; Stevin writes for 26;: “+ de — 26”; and for — 267: “— de — 26”.
He then writes: ' :

“Now, if by means of the numbers of this solution we would know how
to approximate infinitely closely to 6 (because that is precisely their value),
as is done with the numbers of the solution of the previous example, then
certainly this. solution would be in the desired perfection. Cardan also
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Conitruction.
Le quarré de lamoitic de 16 donné, et 64; du
“mefine foubftrai¢t le cube de 4 (tiersde 12

des 12 D)quielt 64,refteo, {asacine +/o,qui

-aiouftéed 8, moitiede 16 donne, faict 8 -

+/ofaracinecubiqueelt &/ Qbino. 8+ 40
A laquelle aioufte fon refpondant binomic

difioinét comme v Qbino. 8 —4/0
Donnefomme pour folution”  ~ 4/ @ bino. 8 +

Ao+ 4/ Qlino. 8 +4"0. ‘ _
Qui vaut 4. Ec ainfi d’autres femblables.” Nous appel- -
Jons ceci racine cubique de binomie, non pas que ve-
ritablementil le foir;Mais a fin de demonftrer la gene-
ralité de I'ordre de la canftruction. Cefte note foit aufli
pour auertiflement aux problemes fuiuans. la ou Je
femblable poutroir auenir; Car de defcripre diuerfes
reigles (comme fontaucuns) de ce qui fe peut faire par
vne reigle generale, il femble inutile. '

DE LIMPERFECTION QVIL Y A
BN CESTE PREMIERE DIFFERENCE,

1l auienten aucuns exemples de cefte difference,que
lequarré de la moitie du © donné, fera moindre que
le cube du tiers du nombre de mulutude de @ donnée;
D’ou fenfuit que le mefme cube, ne fe pourra foub-
ftraire d'icelity quarré, comme veut la reigle dela pre-
cedente conftruction; de forte que cefte premiere dif=
ference- ( enfemble aucuns exemplés des problemes
fuivans, qui fe conuertiffent en icelle) eft encore im-
patfaicte. Rafacl Bombelle la folue par diction de
plue de moins & moins de moins en cefte fgrte: Seient les

puts some examples in his Aliza *) pertaining to this matter, but not
general ones, so to say feeling his way, by which after much work one can
often get nowhere. As to myself, I consider it useless to present here
similar examples. The reason is that what cannot be found by means of
a certain rule seems unworthy to take a place between legitimate pro-
positions. On the other hand, if same problem can be solved in this way,
then Good Luck deserves as much credit for it as he who carries it through.
Thirdly, there are enough legitimate things, to wit an infinite amount, to

) De Aliga regula, 111 pp., in Cardan’s Opus novum, Basiliae, 1570; the term Aliza
appears already in the Ars magna, £.31 v., also in connection with the casus irreducibilis.
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trois termes doanez, defquels on requiert. le quatrief-
me proportionel, tels: le premier1 @), lefecond 30 ®
+ 36, lewoifiefme 1 D. |

 Conitruition femblabled laprecedente.
Lequarrédela moitie de 36 donnéeft

324
Du mefme foubftraic Ie cube de 10 (tiers de .
" 30des 30 (D données) quieft 1000, refte
- —6 7 6,faracine 4 de — 26,quiaioufte
4 18, moitie des 36 faict 18—+de—26
Saracine cubique - Qling. 18 4-de— 26
A laquelle aioufté fon refpondant binomie S
‘difioin&,comme - 4/ @ bine. 18 —de — 26

Donne fomme& folution 4/ @) bino. 1 8 4~de—26
-+ V@ bino. 18 —de—26. . .
O fi parles nombres de cefte folution,Fon fceuft ap-

procher infinement A 6 (car ils vallent precifement au-

tant) comme on fai& par les nombres de la folution,
du precedent Frc_micr exemple; certes cefte difference

feroiten {2 defirée parfeltion, .

Cardane metauflien fon liz4 quelques exemples,
feruans 4 cefte matiere, mais pas gencraux ,ains a ta-
ftons, par lefquels apres grand trauail, on ne peut fou-
uentesfois rien effeGtuer. Quanta moi, i'eftime inut-
le denefcripreici de femblables; La raifon eft,que ce
qui ne fe peut trouuer par certaine reigle,{emblo indi-
gne- d’auoir lien entre les propofitionslegitimes.Dau-
tre part, que-de ce qui fe K)lue en telle maniere, la For-
tune - en merite autant d’honneur, comme 'sfhicient.

Au ters, quily- a-affez de matiere legitime, voireen

infini, pour fen exercer, fans foccuper , & perdre le

temps, en les incertaines: pourtant nousles paflerons

work on without any need to get busy, and to lose time, on uncertainties;
therefore we shall let it alone. Those who like such examples can do with
them what they please.”

It may be noted that by the theorems of De Moivre and Euler, discovergd
in the 18th century, Stevin's criticism; that Bombelli’s expression of the roots in
tetms of imaginaries could not provide us with an approximation to the real roots,

—— . ® L
has been met. In our particular case B 18 + 26/ = V10 (cos N + 7 sin 5 ),

13 - —
tan ¢ = o (a <<90°), hence the root x = 2 /10 cos— .

In “On the origin of this difference” Stevin shows in a geometrical way how

1
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outre. Ceux aufquels plairont tels exemples, ils en

pourront faire 4 leur plaifir. .
DE LORIGINE DE CESTE
. PREMIERE DIFFERENCE

L’origine de la precedente conftruétion apparoiftd
la figure du theoreme deuant ce 69 probleme encefte
forte: Veu qu'ily a propofé, que 1 @ quifoit AE, eft
egaled 6 @+ 40, & que l'on defire fgauoir la valeur
de 1 @ A B, nousdiftribuons ces deux parties, comme
6 (@, & 40,3 les parties integrantes du cube A E, &
pofons que les deux cubes comme L F,& C H N, font
40, & que les trois folides reétangles comme L H.N'F.

G Cfontles 6 @; Doncques chalque folide rectangle
fera 2 (D; 4 {canoirla tierce part des 6 @; Mais la lon-
. geur de chafque folide reétangle eft 1 (9,4 fgauoirle
cofté ducube A E : Diuifé doncques e folide 2 @,gar
- {oncofté 1 (®), donne quotient 2, pour vie fuperfice
comme A P. Eftant doncquesla fuperfice A P 2,il faut
queé A C, maltiplié par P C, face 2; Mais AC, & PC,
font lesdeux coftez des cubes L F,& C HN, qui font
enfemble 40 par hypothefe : Ergo les nombres de
A C,8 P C fonttelsqueleur produicteft 2,8 la fom-~
me deleurs cubeseft 40,Mais C B,eft egale 4 P C,ergo
les nombres de A C & C B, font tels leur produick eft
2, &la fomme deleurs cubes eft 40.

Quand doncques nous aurons trouuez tels deux
nombres, la fomme des mefmes (veu que A B,eft la
fomme de A C & CB) fera la requife valeur de 1 O
A B. Etpourtantdifons nousen cefte premiere diffe-
rence par reigle generale, que quand deux nombres

- multipliez, donnent pour produict le tiers du nombre

the solution of-x8 = ax -+ & has been obtained. In algebraical terms, it amounts
to this: take x = # + o, then 43 4~ 93 + 34y (# + v) = ax + &b =
a (# + v) + b. Take « = 3av, b = #3 + v3, which gives two equations
for # and v, which can be solved according to the 7th question of Prob. 81,

that is, substitute » = _'B%.in b = 48 4 v3, which gives a quadratic equation for #3:

#8 = bud — (_:7) >= 0. Hence # = ;il/(_”_)z YGRS
. - 2 3

. - 3
Take the root with the + sign. Then v = -2 — k) (i) z (i )3
cee S 34 z 2/ T N3/l
The equation x3 = 6x + 40 thus also solves the problem: to find two numbers
_#, v such that their product be 2 and the sum of their cubes be 40.

- 165 -




. DE r’'oPERATION. 31t
demultitude de la @ donnée, & gu’e la fomme de

leurs cubes eft egale au © donné, que la fomme.

d'icetx deux nombres feraIa valeur de 1(®. Quieftant
ainfi nous metterons vne queftion telle: Trounens deux
nombres tels que lestr produict foit 2(qui eft le tiers de 6 des

6 O donnez) & La fomme de leurs cubes 40 (quieftle 40

donne) Eteft cefte la 7 quettion du 81 probleme, par
Poperation delaquelleil appert eftre colligee la reigle
de la conftruction precedente.Laquelle origine il nous
falloitdeclarer. . o
SECONDEDIFFERENCE DE
) SECOND TERME —Q@Q+©, -

Explication du donné. Soient donnez trois termes fe-
lon le probleme, tels: le premier 1 ®),le fecond — 6 ®
~ 20, le troifiefme 1 (. Explication du requas.. 11 faut
trouuet leur quatriefme terme proportionel.

- Conitruction. .
Le quarré delamoitie de 20 donné eft . 100
Au mefme aioufté le cube de 2 (dersde 6 des

6 ®) quielt 8,faic 108,(a racine quarrée

eft4/ 108, quiaioufté d 10, moitic des 20

donnez, fai& . 108410
Saracine cubiqueeft | 4/Q binoa/ 108 + 10

‘De laquelle foubftraict fon refpondant

binomie difioin@ comme . 4 3)bino.+/ 108 — 1o

Larefte fera - W Qbino./108 4 10—a" Q)
bino.n” 108 —10. '

Laquelle iedi eftrele quatriefine terme proportio-
“nelrequis, Demonflration Arithmetique. La [olution ci

deffus pour valeurde 1 ®.vaut 2, mettons doncques
par le moien du 66 probleme, foubz chafcun termefa

" valeur en cefte forte:

;6_21

The second case (“difference”): x3 = — .ax + b is ’sglved, bx‘ 'means of

the formula

VV(%V (55— W(ém (57~ 4 Bample

x =
x3

L .

= — 6x + 20, x = V\/ﬁé + 10 — |/3 4/108 — 10, which

must be equal to x = 2. This is again verified by substitution and geo-
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1@. —6@+ 0. 1@ - 2.
8'.'7 o o » . o 2.. . 2o
‘ Et appert que 2 éft leur quatriefme terme pro-
portionel. o ‘ o
Preparation & autre demonfiratioe

o Geometrique. _
 Soient lafigure du theoreme deuant ce 69 probl.
felon la precedente operation, deux cubes AE 47 108
- 10, & C HN #/108 — 10, leur difference (qui eft
le cube L F, avec les trois folides re@angles LH,NF,
G C)eft 20,& leur produict 8; Doncquesle cofté A B,
£2i& 4/ Q) bino. &/ 1084 10,& le cofte CB +/
bino: 4/ 108 — 10; Puisfoubftrai¢t le cofte C B,du co-
ft¢ A B, refte pout A C, cofté du cube L F, 4/ 3 bimo.
V/ 108+ 10— 4/ D bino. +/108—10" Ilnous faur
demonftrer que le cube L F, vaudra— 6 (D - 20,
ieftant ﬁiia,'nous aurons le requis,car fion demon-
_R]:;q'ue lecube (quieR L F)de 1@ D F.ou A Cv®
bino. 4/ 108 + 10— 4/ O bino: ¢/ 108 — 10, vaut—
6(® = 20: Doncqueson conclura par la renuerfe rai-
fon,que du éube LF -<6 @+ 20,la 1 @D Fou AC,
vaudsa 47 @ bimo. &/ 108 + 10— 4/ D bine. 4/ 108
— ro. Et par confequent 1 ) vallant—6 © +- 20,
qu'alors 1 (D) vaudra 4/ (3) bino. ¢/ 108+ 10—/
bino. 4/ 108 — 10. Demonsiration. Le produiétde A B
‘& @ bino. 4/ 108+ 10, pat CB ¢/ Bbino. 4/ 108 —
10 eft 2 (par le 40 probleme)- pou la fuperfice G B,
parquoila fupetfice L O fera auffi 2,qui multipliée par
1 ®HO (car HOeftegale 3 1 © A C) donne pro-
duié pour le folide rectangle L H 2 ©,& femblable-.

metrical demonstration, and “the Origin of this Difference” is geometrically
explained by a method which amounts to this: let x = # — v, then 43 — »3 +
3uv (# — v) = — ax + b; take « = 3uv, b = 48 — v3; this pair of
equations can be solved according to the 8th question of Prob. 81, that is, by

means of .the quadratic equation #6 = bu3 + (i)"‘ )
3
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: - 313
ment feront les deux folides rectangles NF & G c

«chafcun 2 (0, & toustrois enfemble fefont 6 @), aux
mefmes aioufté le cube L F,font par la preparation 20,
des mefmes autrefois foubftraict les trois folides re-
@angles vallans 6 @ refterale cube L F vallant—6 ()
<+ 20: Ergo, &c. cequ'il falloit demonftrer.

DE LORIGINE DE CESTE
~ SECONDE DIFFERENCE.

* Lorigine de la precedente conftrution , procede
(comme celle de la premiere difference) de la figure,
du theoreme deuant ce 69 probleme, en cefte {orte:
Veu qu'il y-a propofé,que 1 3, qui foit le cube LF, eft
egaled — 6 (D <4 20, & que F'on defire fganoir la va-
leurde v @ D F, ou A C,nous diftribucrons ces deux

arties,comme — 6 (© —- 20,ainfi : Pofons quele cu-
L F,auec les trois folides re¢tangles LH.NF.G C,

foit 20,& que les trois folides reGtangles foient 6 O, &

demeurera,felon!’ hypothefe, 1 @ L Fvallant —6®
—~+20.0r puisque les trois {olides reGangles font 6 @,
. doncques chafque folide rectangle fera 2 (@; Mais la
largeur de chafque folide re@tangleeft 1 @, 3 fCauairle
cofté du cube L F, oubien laligne H O, Diuife donc~

‘queslefolide L H 2 @, par foncofté H O 1 @, donne-

quotient 2 , pour vne f{uperficecomme L O,0u A H;

Oreftant la fuperfice A H 2, il faurque-A B, multiplié

par BH, face aufli 2; Mais A B, & BH, font les deux
coftez descubes A E, & CH N,dcfquels la ditference
eft 20, car leur difference eft le cube L F, auecles trois
folides re@angles, qui tous enfemble font 20 par hy-
-pothefe : Ergo les nombresde A B, & B.H; font tels,

623
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que leur produicteft 2, & la difference de leurs cubes,
eft 20; Mais C B eftegale a B H;ergo les nombres de
A B. & C B, fonttels,queleur produict eft 2,& la dif-
ference de leurs cubes cft 20; Quand doncques nous
aurons trouué' tels deux nombres, la difference des
mefmes (veu que AC eft la differenceenre AB &
C B) fera larequife valeur de 1 A C: Et pourtant
nous difons en cefte feconde difference par zeigle ge-
nerale; que quand deux nombres multipliez, donnent
pourproduiék le tiers dn nombre de multitude de la
(@ donnée,& que la difference de leuts cubes,eft egale
au @ donné,qu'alors la difference d’iceux deux riom-
bres, ferala \'rﬁeur de 1 ®. Qui eftant ainfi nous met-
terons queftion telle : Trouuons deux nomies tels, que
lewr produict foit 2. (quielt le tiers de 6 des 6 ® donnez)
& ladifference delears cubes 20( qui eft le 20 donné) Er
eft ceftela 8 queftion du 81 probleme. Et appertque
par Poperation dela mefme, eft colligée lareigle de la
conftruction precedente. Laquelle origineil nous fal-
Ioitdeclarer. ‘

DIFFERENCE TROISIESME

DE SECOND TERME D—Q@.-
- Explication du donmé. Soient donez trois termes fe-

~ lonle probleme, tels : Le premier 1 (3), le fecond 7 @

—6,letroiliefme 1 ©. Explication du requis. 1l faue
trouuer leur quatrie(me terme proportionel.
o Construition.
On mettera (pat reigle) + au lieudu— donné,de
- forte que 1 3),fe poferaegale d 7 O~ 6,defquels
- la valeurde 1 ®,par la precedente premiere dif-
erence, eft 3,auquel appliqué @ fera 10
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Etle quarré dudi@ 3, eft9, quifoubftrai duy
(des 7 @ donnez) refte o —2

Puis 1 (3 (par reigle)donne 3 (D (premieren Lor-
dre)—2 (fecond en 'ordre) combien 1 (2
faick par le 68 probleme - zoux
Ie di que autant 2 comme 1 eft le quatriefme terme

proportionel requis. Demonfiration Arithmetique. Met~

tons par le moien du 66 probleme, foubs chafcun ter-
me fa valeur, en cefte fotte: -

Premiere [olution.
1 @' 7 @ -— 6- 1 @. 20
3s. 8. 2. 2e
_ Seconde [alution. -
10. 7O—6. 1®. 1.
1. I. I. 1.

Et aprert que 2 ou 1 eft leur quatriefme terme pro-
portionel requis.

DE I'ORIGINE DE CESTE
TROISIESME DIFFERENCE,

A fin de declairer premierement en general cefte -

origine, faut {cauoir, que nous tachons d’aioufter a
chafque partie des egales parties donnees, vn mefme
nombre, tel, qu'alors diuifée chalque pattie par quel-
qute commun diuifeur, que les quotiens foient 3) egale
A (D@, defquels la valeur de 1 @, fera notoire parle
. 68 probleme, dont nous dirons maintenant plus parti-
culierement en cefte forte :

1625

The third case x3 = -ax — b is reduced to the first. Let x = p be a root

'of_ x3 = ax + b, hence p3 = ap + b, Then x3 + p2 = a (x + p);
dividing bx ¥ + p we get x2 — xp + p2 = 4, hence a quadratic equation
for x. (This is also to be found in Cardan). Example: x8 = 7x — 6; since

p:?;isarootofx3=7x+6,wefindx2——3x+9=7,or
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~ Quand nous diuifons 1 @ -+ quelque @, par1
® —+ quelque ©, eftant ce divifenr commenfura«
ble au nombre i diuifer, il eft notoire, quilen for-
tira neceflairement 1 @ — quelque ® <+ quel-
que®. Il appert auffi par la mefme diuifion, que
le © du nombre 4 diuifer, fera.toufiours le cube du
© du diuifeur, pourtant il faut que le nombre quie
nous aioufterons 4 chafcune partic, foit le cube du
©, qu’il nous:fauttrouuer, pour appliquerdla 1 @.
Aufecond il eft manifefte, que pour diuifer les7 ©
— 6 donnez & -+ quelque @, par 1 @ —+ quelque @,
ainfique le quotient {oit @), il fera neceffaire (comme
vn chafcun pourra facilement veoir par lexperience,
en toutes telles diunifions) que le quotient multiplié par
le @ dudivifeur; le produict foit egal au @ du nombre
i diuifer, dont il appert, qu’il nous faut auoir quelque
‘nombre deceftequalité: Trounons vn nombre cubique qui
duec— 6 (pour le— 6 donné) face autant,comme le co-
fle dudic® cube, multiplic par 7 (7 des7 O donnés) Qui
eftla 9. queftion du 81 probleme, & appert par la
mefine, que le nombre requis, qu'il nous Emdra aiou-
fterd chafque partie donnée, fera 27, duquel laracine
cubique 3, ¢ft le nombre, qui faudra eftre aioufté d la-
di&e 1 @, pour auoir ledit commun divifeur,qui fera
1 O+ 3. Aiouftons doncques 273 chafque partie
des egales parties données (qui eftd 1 @), &d7@® —
6) & ,

13+ 27, fcrontegalesd y O+ 21.
Puis diuifons chafque partie par ledi€t commundiui-
feur 1 ® 3, & parle 5o probleme,
1®— 3O o9,ferontegalesd 7.

Lefquelsreduites, 1 @ fera _cgaﬁ: a3 ® —2,defquels

x = 2, x = 1. The root x + p = 0, in this case x = — 3 is not considered,
though Stevin is aware of it later (in his remarks on negative roots after Prob. -
70, Art. VII). Reference is made to the 9th question of Prob. 81, in wln_ch
the equation x3 — 6 = 7x is solved: x = p = 3. There is also a special
demonstration, in algebraical terms, that (x3 4+ 27) : (x + 3) = x2 —3x + 9.
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(par le 68 probleme) t @ vaudra 2,pour folution com-
medeflus. .

Muais pour demonftrer que ces chofes font Forigine
de ladicte conftruction,auife que le — 6 donné deuiét
au fufdi&t 9 exemple du8: probleme, apreslaredu-~
¢tion faicte, a eftre + 6; pourtdnt nousauons dict en
la precedente conftruction, qu'on mettera par reigle
—+, au liew du — donné,& que felon tels termes(parce
queaudict 9 exemple, l'on trouuoitla valeurde 1 (D,
eftant 1 Qegaled 7@+ 6) on prendra la valeur de
1 (D,quielt 3.

Mais pour clairement demonftrer \Ia refte, nous
metterons ici les charadteres de la diuifion, qui fe fai-
foitde 1 @) + 27, par 1t ® —+ 3, parce que le fuinant
en depend: en cefte forte : Or nous voions quele {uf=

. di& 3, valeur de 1
g® : @® fetrouue deudt
—_3@ : la @, de ce quo-

1Q@+29(1@—3O~+9 tient.-& ledernier

YO+ 3 nombre du mef-
EJOE Y me quotient (¢6-
r®+ g me ici 9) eft touf-

- Jours lequarré de
- hdicte valeur der @ (comme icide 3) Puis il ap-
pertaufli enla reductioncideflus,de 1@ — 3O+ 9
egales 47; en 1 @ egaled 3 ®— 2, que Pexces —2
dudic 7 (quieftley de7 @ donnés) pardeflus leg,
eft toufiours le @ des derniers termes egaux. Et parce
que ceci eft ainfi perpetuel entous exemples, nous de-
laiffons ces laborieufes computations, & le compre-
nons en vne reigle plus bricfue , comme ladicte con-
faru@tion demonftre. Laquelle origine il nous falloit

627
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declairer. Cenclufion. Eftant doncques donnez trots
termes, delquels le premier @), le fecond @@, le troi-
fiefme nombre algebraique quelconque, nous auons
trouué leur quatriefme terme proportionel ; ce qwil
falloit faire.

PROBLEME LXX.

E Stant donnez. tross termes, defquels e pre-
~ mier ®, le fecond ®©@, le troifie[me nom-
bre algebraique quelconque : Trouner lewr qua-
triefme terme Proportionel.

Norta Lebinomie dufecond terme donné dece
probleme, f¢ peult rencontrer en trois differences 4
{gauoir: .
Lefquelles trois differences nousauons

G —+@ redui® i vne mefme maniere d’opera-
—(®@-+@ tion,lefquelles nous defcriprons fepa=.

@—@ rement pour plus grande euidence, en

cefte forte:

PREMIERE DIFFERENCE DE
‘ SECOND TERME D+ O,

Explication du donné. Soient donnez trois termes
felon le probleme tels: le premier 1 ®), le fecond 6 (3
—+ 400, le troifiefme 1 (D.  Explication du requis, 1l
nous faut trouuer leur quatriefine terme proportionel,

Norta. Cefte conftrudtion fe peut faireen deux
{ortes ; L'vne procedant d'origine 4 laquelle fe faict
«conuerfion des termes donnez, en Degaled ©+©;

Prob. LXX. This is the solution of the cubic equation of the form x3 = px2 + 9,
again with three cases: 1) x8 = ax2 + 5, 2) x8 = — ax2 + b, 3) x3 =
ax2 — b. The first case, x38 = ax2 4 5, is solved in two ways: a) by means
of the formula (explained in a more complicated way than is strictly necessary)
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L'autreen (3 egaled — O —+(©. Or quand @ clt cga-

lea (), alors la valeur de 1 @ fe trouue parla
premieredifference du 69 probleme : Mais quand telle
folution ne fe pourra faire paricelle, pour lesraifons
que nous en auons dict 4 la mefme differéce,alors ne fe
pourra aufli faire, parrelle maniere,en cefte premiere
difference ; Pourtant onla pourra foluer par ladi&e
deuxiefme maniere, 4 canoir, procedant de reduction
en (D egale d— @ + (@; Laquecllc eft generale, Par-
quoi nous defcriprons les manieres toves deux; Et
premierement la conftruction procedente de conuer-
fionen () egaled ®—+ © comme fenfuit. '
Conflruition.

Letiersde 6 (des6 (@) eft 2
Qui multiplié par fon double 4 fai& 8, au mef-

me aioufté le quarré de 2 premieren Pordre, " -

_ fai& r2 auquelappliqué @ fera 1$16)
Puisde 400 donnez foubftraittle cubede 2 pre-
" mierenl’ordre, qui eft 8,rcfte 392

Au mefme aioufté le produié de 2 premicren -
I'ordre, par 12 dufecond enlordre, quieft
24,faict 416

Puis ondira 1.() (parreigle) vaut 12® (fecond
en Pordre) 4+ 416 (quatriefme en l'ordrc)
combién 1 (D? faik(parla 1 difference du 69
probleme) 4/ @ lino.208 -4/ 43200 4+4/
bino. 208 — ¢/ 43200 '

Au mefroe aioufté » premier en Fordre, faick
& @ bino. 208 44/ 43200 + o/ O ling, 208 —
¢ 4220042, , . :

Ie di que le mefmeeft le quatriefine terme proportio-
nel requis. -

3_ 2 + 2 gl + b, whete x = = + y. The equation in y belongs to case 1)
= 3}1 27 3

of Prob. 69. The example is x3 = 6x2 + 400, reduced to y3 = 12y 4 416;
x=2+4 V 208 4+ /43200 + Vzos __ 4/ 43200 (= 10). The other

b
way is b) by means of the formula y3 = — aby + 42, where x = 5 the

equation in y belongs to case 2) of Prob. 69. (On these Cardanic trans-
formation methods see N.L.W.A. Gravelaar, L.¢. footn. 30) of our Introduction).

In our examplev y3 = — 2400 y -+ 160000, x = % = 10 (Stevin has 1600 in-

stead of 160000, in his “Seconde maniére de construction™).
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Demonitration Arithmetique. La folution ci deffus,

pour valeur de 1 Deft egale 4 10; meons doncques

par le moien du 66 probleme, foubs chafcun terme fa

valeur en cefte forte: -
10, 63+ 400. 1, 10,
1000, 1000. 10, 10.

Et apiert que 10 eft leur quarriefme terme pro-
portione ‘
Preparation d autre demonfiration
Geometrique,

Soit 4 12 figure du theoreme deuant le 69 probleme,
1 (3 A B, egaleouvallant 6 3 A B+ 400; Etfoit C B
2,4 fGauoit le tiers de 6 des 6 (3) donnez.

1 taut demonftrer que fon cofté ou 1 ® A B vaudra
A&/ bino, 208 + 4/ 43200 ~ 4/ O bine. 2c8 —4/ 4
3200+ 2. Demonftration.1 3) A B eft parl’hypothefe,
egaled6(® A B 4 400

Mais 1(® A B, eftegale 31 @ A C —+ le gnomon
P O BA, parle 1 Corollaire deuant le 69 probleme;
parquoi6 (2 A B,fontegalesa 6 @ A C —+ 6 gnomons
POBA; ' :

Ergo 19 A B,eftcgale 16 @ A C + ¥ gnomons
POBA-+400. ' .

Mais legnomon POBA, eftegal d 1@ CB+le
double du produic de 1 @ A C par C B 2 parle 2Co-
rollaire deuant le 69 probleme parquoi 6 gnomons
POBA, fontegauxi6 @ CB+24®AC.

Ergor®AB, clt egale a6 @AC+ 63 CB -
24® A C—-400. o _

Mais6 @ CB; fontegalesd 24 (car C Beft 2) par-

The second case, x3 = — ax2 + b, is similarly reduced by x = — f;— + 5

to 3 = -;f y+ & — 2-2?—;, which in Stevin's example x3 = — 6x2 4 32,

y3 = 12y 4 16, the root x = 2 belongs to case 1) of Prob. 69.
The third case, x3 = ax2 — & is similarly reduced by x = % + y to

¥3 :f—zy — b + 2;—;, which in Stevin's example x3 = 69{2 — 32,

3
¥3 = 12y — 16, x = 4, belongs to case 3) of Prob. 69 (this x = 4 is what

we call a double root).
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uoi 6 @ C B (veuque chafque cube de CB vaut§)
?ont egalesa 3 @B G; _

Ergo 1®AB, eltegale a 6@AC+33CB
—+ 24 ODAC 4 400. '

Mais1 3 AB,cftegaled i) AC+1G CB+-
3 folides retangles L H.N F. G C. pat le mefime theo-
reme deuant le 69 probleme.

Ergo1 @A C + 1®C B+ 3 folides reGtangles
LH.NF.GC,font egales a6 @AC+3CB+
24 @ A C <+ 400. ,
~ Mais les trois folides rectangles L HNF. GC,font
eganx 4 6@ A C412® A C, patle 3 corollaire de-
uantle 69 probleme; - ‘ .

Ergo 1QAC+13CB+6@AC +12.0®
AC, font egalesi6 @AC+3OCB +24DAC
—+ 400.

Puis {oubftrahons de chafque partier @ CB 46
@AC+12:0AG '

Ergo reftera 13 AC, egale 120 CB+12®

A C < 400. ' :

Mais 2 @) C B (parce que C B faict 2) vallent 165
Ergo1®AC, feraegaled 12 ® A C+416.

Maiseftant 1 @ A Cegaleouvallant 12 @A C +
416, alors parle 6g probleme 1 @ A C vaudra #/ Q)
bino. 208 4 4/ 43200+ 4/ D lino. 208 — 4/ 43200,
Alamelme A C, aioufté CB 2, fait pour 1 @ AB4/
Q bino. 208 4/ 43200 + & @ bino. 208 — ¢
43200 2;cequ'il falloit demonttrer.:

The solutions are again accompanied by an “arithmetical” and a “geo-
metrical” demonstration, as well as a proof in the sections “On the Origin of the
construction”, The “geometrical”’ demonstration in the case of the first “differ-
ence”, x3 = ax2 + b, example x8 = 6x2 + 400, consists in taking the figure

a

belonging to Tartaglia’s theorem, with AB = x, AC = y, CB = N (= 2),
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SECONDE MANIERE DE
CONSTRVCTION, QVI EST GENERAL.!"
procedante de conucerfion des termes
donnez,enQ egale a— O+ Q.

Explication du donné. Soientdonnezles mefimes ter-
mes-de la precedente premiere maniere,tels:le premier
19, lefecond 6 @ ~+ 409, le troifiefme 1 @.  Expli-
cation du vequis. 1l faur trouuer leur quaniefing pro=
portionel. ‘ _

Conitruliion,

Le produict des 400 donnez parle6 des6 @
donnez, fai& 2400, auquel appliqué — :

. & Ofait —2400(®
Lequarréde 400 donné eft 1600
Puis 1 @)(par reigle)donne — 2400 ® —+ 1600

(premicr & fecond enPordre) combien x @2
£ai& par la 2 ditference du 69 ?roblcmé 40
Parle mefme diuifé le 400 donn¢ donne quotient 10

Ie di que roeft lequatrie(me terme proportionel re-
quis, dont!’ Arithmetique & geometrique demonttra-

* uions font faictes ci deuant, mais l'origine fenfuivera a

lafindece prOl_)leme.-

SECONDE DIFFERENCE DE
SEGOND TERME —@-+0©.

Explication du donné. Soientdonnez trois termes
felon le probleme tels: le premicr i3, le fecond — 6
@+ 32,le woifieline 1 @. Explication durequis. 1] faut
wouucr leur quatriefme terme proportionel.

x=7+ —:—, Then square ABL = square on AC + gnomon POBA, gnomon

POBA = square on CB + t-/wice rectangle AP, or x2 = 42 4 (%)2 + 2 ;i 3,

orax?2 = ay2 4 a ( (%)2 + —§- ay). But x3 = ax2 + &, so that

B=ap+ 5+ L 2yt b (=62 +6 ()" + 24y + 400). We also

know that according to Tartaglia’s theorem x3 = y3 + (%) 3 4+ 3 % y(y + _:)_

2 4L L2 g =43+ (4> 2 4 &
Hence ay +9+34y+b y+(3) + a2+ 5y
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De r'orerATION. 323

Conftruttion [emblable dla premiere con-
[iruction,de lapremiere difference.

Letiersde—6 (des6 @) eft —2
Qui multipli¢ par fon double — 4, faié 8, au
melme aioufte le quarré de — 2 premieren .
Pordre,fai 12,auquel appliqué @ fera 12D
Puis des 32 donnez, {oubftraict le cube de — 2 )
- premicren Fordré,qui eft — § refte 40
Au mefime aioufte le produict de — 2 premier
enlordre,par 12 fecond en Fordre,qui eft —
24, faik 16
Puis on dira 1 3) (parreigle) vaut 12 @ (fecond en
l'ordre) -+ 16 (quatrie(me en Pordre) combien
1 (D2 fai€t parle 69 probleme
Au mefme aioufté — 2 premier enl'ordre faict 2
Ie di que 2 eft lequatriefine terme proportionel re-
guis. Demonfitation Arithmetique. Mettons par le moien

u 66 probleme foubz chafcun terme fon valeur en
cefte forte:

13, —6®+r32. 1D, 2.
8.

8. 2. 2.

Et appert que 2 eft leur quatriefme terme pro-
portionel.

Preparition dautre demonitration
Geomeirique.,

Soit ala figure du theoreme deuant le 69 probleme;
1 ® AC,cgaleouvallant— 6@+ 32; Etfoit CB 2,
a cauoirle ders de 6,des 6 @ donnez. 11 faut demon-~
firer quefon cofte,ou 1 ® A C vaudra z,

(62 + 3(%)3 + 24y 4 b = »8 (%)3 + 6y2 4 12y) or 3 = % a%y +

% a3 + b (33 — 12y + 416). It will be observed that where we distinguish

between the two variables x and y, Stevin distinguishes between (@) AB and
(O AC. He does not here use his “quantités postposées” (1) and sec (1) re-
introduced in Prob, 78 and thereafter,
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324 Le 11. LIVRE DARITH, 3
Deronftrasion. 1 @ A C, eft par’i’hypothefe egale
a—6@ACH 32, L
Aiouftons doncques 4 chafcune pariic 6 @A C;
Ergo1®ACH6 @ AC,ferontegalesd 32,
Puis aiouitons i chafcune partie 1 ® C B+ 3 foli-
desredtangles LH/NF. G C;

Ego tQAC+6®AC+1QCB3 foli-

desre&tangles LH.NF. G C. ferontegalesd 1 @CB
— 3 folides reétarigles LH. N F. G C +- 32.

Mais 1) A C—+ 1 @ CB 3 folides reCtangles
L H.NF. GC, font egales 31 (9 AB par le melme

theoreme deuant le 69 probleme.

.ErFol@AB‘+6®AC,fbntégalesa‘\ 1®CB

3 folidesretanglesLH.NF. G C +- 3.

Maisles 3 folides retangles LH. NF.GC. font
egalesd 6 @ A C + 12O A C,parle troifiefme corol.
deuantle6g probleme. '

Ergo 1 ®AB+6®@AC,lontegalesd 1 OCB
+6AC+120ACH32.

Puis foubftrahons de chafque partie6 ® A C;

Ergo1 @ AB, demeurera egale 4 1 CB +
nOACH+ 3. -

Mais 12 @ AC,fontmoindresque 12 D A Ben 12
@ C B;Parquoi aiouftonsd chalcune partic 12 @ C B;

Ergot@AB—+12®OCB, ferontegales 213

CB+12®AB +32. ]

Mais 12 ® C B, fontegales 4 3 @ CBjcareftant
chafque C Bz, fenfuitque 12 OCB font 2. Irem
que 3 OCB ferontauffi24; '

Ergo1 ® AB+ 3 CB,fontegalesd 1 CB

412 OAB 432, , o
" "Puis fouftrahons de chafque partie 1 @ C B;

In order to prove the method in case 1) (the “geometrical’ demonstration™ is
supposed not to be a proof, but a verification), Stevin, in his “Origine de la
Construction”, changes x3 == ax2 4 & into x3 — ax2 = b, which he transforms

( o %) -

a
3 b

into x3 — ax2 + 4, __ (i“’ -} Py — (_“..3
ST 3 5) TP F 3 3)’°r
a? a\3 a? at a [ a\3 a®
_— b__ —_ _— — — _ b.—_ J— —_—
3 ¥ (3) s 33 T (3)-+3'
e — y?:%y—i—17+.—zzi_:—(x3=6x2+400,x3;—--6x2:400,

x8 — 6x2 4 12x — 8
12 (x — 2) + 416).

400 4 12x — 8, (x — 2)3 =
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DE L'oPERATION. 32¢
Ergo1 @ A B 42 @ CB demeurera egaled 12
®AB—+32. ' -
Mais 2 @ CB (veu quechafque CB faict 2) font
‘egalesd 16; S _ L
Ergo1 (® AB +16,fontegales 4 12 ® AB +32.
Puis foubftrahons de chafcune partie 16; '
Ergo 1 9 AB,demeurcracgaled 12 O AB + 32.
" Maiseftant 1 ® A B,egaleon vallant 1. ® AB +
16,alors parle 69 probleme 1 @ A B vaudra 4. Puis
deladicte A B foubftraict C B 2,reftera 1 @ AC 25¢ce
qu'il falloit demonttrer. o

TROISIESME DIFFERENCE

DESECOND TERME @—Q..

Explication du donné. Soienr donnez trois termes
felon I probleme tels: le premier 1 3), le fecond 6 @
— 33, le troifiefme 1 . Explication du requis. 11 faut
trouiter leu quatriefme terme proportionel.

| ConfiruiZion.
Letiersde 6 (des6 @) eft -

: 2
Qui multipli¢ par fon double 4 f2i& 8 au mef-
me aioufte le quarré de 2 premier en Pordre,
fai& 12,auquel appliqué ®fera 1@
Puis des— 32 donnez,foubftraiét le cube de 2 pre-
mier enl'ordre quieft 8, refte 40

Au mefme aioufté le produi de 2 premieren l'or-
~ dre,par 12 fecond en 'ordre quieft 24, faict —16
“Puisondira 1 @ (parreigle) vaut 12 @ (fecond
- enlPordre) — 16(quatriefme enl'ordre) com-
bien 1 ©? fai&kpar le 69 probleme » 2

In order to prove the second method in case 1) Stevin replaces the problem
by another one: to find two numbers x and y such that xy = 400, x3 — 6x2 =
400; then applying the solution of Question 10 of Prob. 81, he finds for 2y
the equation y3 = — 2400y + 160 000, equivalent to our y8 = — aby + 2.
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326 Lz 11. LIVRE DARITH.
Aumefmeaioufté 2,premier en Fordre faict 4
Ie dique 4 eftle quatriefine terme proportionel re-
uis. Demonsiraiion Arithmetique. Mettons parle moien
u 66 probleme foubs chalcun wrme {a valeur en
cefte forte:
13, E@— 31 1 ®. 4
64. 64. 4 4
Er appert que 4 cit leur quatriefme terme propor-
tionel requis. '

Preparation d autre demoniiration
“ Geometrique.,

Soitd la figure du theoreme deuant le 69 probleme
1I0A B,egaFeu;fxvallam 63 AB—32;Et{oitCB
4 fgauoir le tiers de 6 des 6 @ donnez; 1l faut demon-
ftrer que fon cofté ou 1 @ A Bvaudra 4.Demonslration.
13 A B, eft parPhypothefe egale 46 3 AB — 32.

. Mais1(®AB,eft egale 4 1&AC—+ le gnomon
POBA, par le 1 Coroliairedeuant le 69 probleme,
parquoi 6 (2 A B,fontegalesd 6 @) A C <6 gnomons.
POBA; o ' .
Etgo1 ® A Byeft egalea 6 @ AC + 6 gnomons
POBA—ja. ' '

MaislegriomonPOB A, eftegal 1D CB-+le
double du produictde 1 @ A Cpar CB 2, parle 2 co-
rollaire deuant le 69 probleme, parquoi 6 gnomons
POBA,lontegauxdi6 @ CB+24®AG;

" Ergo 1@ AB,eftegaled63AC+6@CB
+24OAC—32. o

-Mais 6@ CB, fontegalesd 24 (car CB