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ALGEMEENE THEORIE 

DER 

PONDEROMOTORISCHE KRACHTE~ 
DOOR 

D. J. KORTEWEG. 

IN LEI DIN G. 

1. De electrodynamische theorie van AMPÈRE * heeft aan verschillende aan­
vallen blootgestaan. Deze betroffen of de juistheid der experimenten, of de ge­
grondheid der hypothesen. WILHELM WEBER heeft in zijne Electrodynamische 
Maaszbestimmungen t het onvoldoende der experimenten van AMPÈRE betoogd, 
maar tevens door nieuwe experimenten bewezen dat de ponderomotorische kracht­
werkingen tusschen gesloten lineaire stroomen inderdaad zoodanig zijn als de 
theorie van AMPÈRE ze aangeeft. Daarentegen mocht men terecht nog langen 
tijd blijven twijfelen aan de bewijskracht van het bekende experiment van 
AMPÈRE waaruit moest worden afgeleid dat de resultante van de krachten door 
een gesloten stroom uitgeoefend op een stroomelement loodrecht staat op dit 
element. Vooreerst echter bewees C. NEUMANN § dat de wet door AMPÈRE voor 
de ponderomotorische werking tusschen twee stroom elementen gevonden, indien 
men eenmaal de hypothesen van AlIiPÈRE aannam, ook kon worden afgeleid uit 
de krachtwerkingen van gesloten stroomen op elkander, zoodat het betwijfelde 

'" Memoires de l'académie des sciences de l'institut de Fj'ance, 1823, pag. 175. 

t Abhandlungen der kön. Sächs. Ges, derWissenschaften, Bd. I. 1852. 
§ Math. Annalen, (van CLEBSCH und NEUMA.NN), Bd. XI. pag. 31)9. 1877. 

NATU111l.K. VERH DEl!. KONINKJ,. AKADEMIE. DEEL XX. 
1 

I ....... 
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feit als bewijsmiddel in het stelsel van AMPÈRE eigenlijk overbodig werd. Verder 
heeft onlangs v. ETTINGH.A.USEN * met inachtneming van alle voorzorgen de 
proeven van AMPÈRE herhaald en daarmede waarschijnlijk experimenteel af­
doende aangetoond dat de resultante van de krachten door een gesloten stroom 
op een stroomelement uitgeoefend, loodrecht staat op dit element. 

2. De hypothesen die IDen thans nog te hulp moet roepen om tot eene be­
wijsvoering van de wet van AMPÈRE te geraken, zijn door C. NEmL\.NN t ou­
geveer als volgt samengevat: 

EERSTE HYPOTHESE. De ponderomotorische krachten tusschen twee stroomelemen­
ten zijn even1'edig met de lengte der elementen en de st1'00mste1'kte. Zij worden 
dus tegengesteld zoodra in één der beide elementen de stroomrichting omkeert 
en bHjven onveranderd als dit in beide elementen geschiedt. 

TWEEDE HYPOTHESE. Behalve van de lengte der elementen en de stroomsterkte 
zijn deze krachten uitsluitend afhanlcelijk van de ligging der beide elementen ten 
opzichte van elkande1', zoodat derhalve tusschen de spiegelbeelden der elementen 
de spiegelbeelden der krachten werkzaam zijn. 

DERDE HYPOTHESE. JJfen mag de krachtwerkingen tusschen twee elementen ve1'­
vangen, door die tusschen hunne zoo,qenaamde componenten. 

VIERDE HYPOTHESE. E1' bestaan tusschen twee stroom elementen geene pondero­
motm'ische krachten buiten de verbindingslijn en geene 1'ichtende koppels. 

3. -Voor zoover lnij bekend is bestaat er geene electrodynamische theorie waarin 
niet de drie eerste hypothesen uitdrukkelijk of stilzwijgend worden aangenomen. 
Tevens voeren alle theoriën voor gesloten stroomen tot dezelfde krachtwerkingen 
die het bondigst worden uitgedrukt dool' de potentiaalformule van F. NEUM.A.NN, 
de vader. Daarentegen werd de vierde hypothese herhaaldelijk door andere hy­
pothesen vervangen. Eerst door GRASZM.A.NN §, later door HELMHOLTZ **. De 
hypothese van GRASZMANN luidt: alle ponderomot01'ische krachten staan loodrecht 
op de elel1tenten waarop ze werkzaam zijn. Die van HELlIfHOLTZ: Twee stroom­
elem,enten oefenen op elkaa1" krachtwedcingen uit (krachten en richtende koppels) 
die een potentiaal bezitten. 

Elk van deze beide hypothesen geven even als de vierde van AlI1PÈRE aan­
leiding tot eene electrodynamische theorie. Deze theoriën stemmen overeen, wat 
de resultaten betreft, voor gesloten, maar verschillen voor open stroomen. Ieder 

* Wien. Ber. pa!!. 109, 18i8. 
t Math. Annalen, Bd. XI pag. 313 
§ PaGG., An?? Bel. 6'1. pag, 1. 1843. 

'i<!I: CRf,J,J,FJ, JOllt'nal, Bel 72. ['70 



- 8 -

.ALGEMEENE THEORIE DER PONDEROMOTORISCHE KRACHTEN. 3 

der drie vindt ook thans nog aanhangers. C. NEUMANN * bijv. verdedigt in J 877 
de wetten van AMPÈRE; OLAUSIUS t) stelt in datzelfde jaar eene algemeene 
electrodynamische wet op die voor de ponderomotorische krachten tusschen line­
aire stroomelementen tot de wet van GRASZMANN voert §; ook HELMHOLTZ ** 
}loudt zijne potentiaaltheorie staande. Daarom zal het nut eener meer algemeene 
theorie, waarbij de vierde hypothese van AMPÈRE verworpen maar geene nieuwe 
hypothese wordt ingevoerd, bezwaarlijk kunnen worden ontkend. Dat zij func­
tiën zal moeten bevatten die uit de experimenteele kennis van heden niet nader 
te bepalen zijn, spreekt van zelve. Zij zal de drie theoriën van AMPÈRE, GRASZ­
MANN en HELMHOLTZ als bijzondere gevallen in zich sluiten en hunne onderlinge 
verhouding het best in het licht stellen. Het eenige bezwaar tegen het opstel­
len zulk eener theorie zoude kunnen zijn de mathematische uitvoerbaarheid. De 
ongegrondheid van dit bezwaar zal echter blijken. 

4. De eerste proef eene meer algemeene theorie op te stellen, welke echter 
slechts de theoriën van AMPÈRE en GRAsznNN' in zich bevatten moest, is van 
STEFAN tt. Daarbij wordt geen acht geslagen op richtende koppels wier mo­
gelijkheid niet kan worden ontkend en die in de potentiaaltheorie opgenomen zijn. 
Tevens wordt de nieuwe hypothese ingevoerd dat alle krachten omgekeerd even­
redig veranderen met het vierkant van den afstand. Deze hypothese beperkt 
onnoodig de algemeenheid van de theorie van STEFAN al is ze ook voor het 
door hem beoogde doel - een brug te slaan tusschen de theoriën van AMPÈRE 
en GRASZMANN - onschadelijk. Dat zij bewezen zou zijn of zou kunnen wor­
den door experimenten met gesloten stroomen §§ is onjuist. Het zoogenaamde 

*' Math. Ann. Bd. XI. pag. 309. 

t CRELLE, Journal, Bel 82. pag. 85. 

§ POGG., Arm. Bd. 161, pag. 160. 

** In de woorden van HELMBOLTZ (POGG. Ann. 1876, BlI. 158, pag. 87) lees ik geene in­
trekking zijner potentiaaltheoJ'ie, wel eene erkenning (pag. 95) tegen ûjne vroegere meening 
(Journal v. CRELLE, Bd. 78, 1874. pag. 281) in cIat de convectie van electriciteit als eenelectri­
sche stroom moet worden in rekening gebracht en voorts (pag. 10.2) dat op de dlelectrische pola. 
risatie behoort te worden gelet. Wij zullen clan ook zien dat - behoorlijk geformuleerd - cIe 
potentiaaltheorie met alle tot heel en bekende ponderomotorische wetten vereenigbaar is. .Men 
zie over dit onderwerp ook de Monatsberichte der Ak. zu BerUn 1876, p. 211-216, vertaald 
in het PhU. Mag. Vol. Il. Serie 5.. 1876, September, pag. 233. Uit de daar vermelde proeven 
zoude blijken dat de convectie van electriciteit geheel als een electrische stroom moet worden in 
rekening gebracht. 

tt Wien. Ber. Bel. 59, pag. 6\13, 1869. 
§§ Wien. Ber. Bd. 59, pag. 708. 

1* 
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bewijs door AMPÈRE medegedeeld *, en door STEFAN waarschijnlijk bedoeld, 
vervalt als men bedenkt dat er tusschen de stroomelementen krachten bestaan 
kunnen wier resultante verdwijnt zoodra een der stroomen gesloten wordt, of 
ook zoodra beide gesloten worden. 

5. Ook MAXWELL -r heeft eene algemeene theorie gegeven, omvattende die van 
GRASZMANN en A:MPÈRE, zonder dat daarbij de hypothese van STEFAN is inge­
vOel'd. Behalve echter dat door eene verwarring van teekens de formules foutief 
zijn - wat gemakkelijk te herstellen ware - worden ook hier geene richtende 
koppels in de theorie opgenomen. 

Eindelijk komt het mij voor dat HELMHOLTZ § bij het opstellen zijner poten­
tiaaltheorie aanvankelijk gemeend heeft eenp, algemeene theorie te geven. 

"Bei diesem Widm'st1'eit der Theoriën schien es mir rathsam möglichst wenig den 
Boden der Thatsachen zu verlaszen und in der Theorie unbestimmt zu laszen, was 
bisher nicht als durch Ve1'suchen entschieden angesehen wm'den konnte." 

Hij heeft dan, natuurlijk ten onrechte, in zijne eerste verhandeling het bestaan 
eener potentiaal - ook voor stroom elementen - als iets dat aan geen redelij­
ken twijfel onderworpen was, opgevat. 

6. Alvorens verder te gaan moeten wij ter vermijding van misverstand eene 
Dnderscheiding bespreken die wij gemakshalve zullen inkleeden in de uitdruk­
kingswijze der dualistische electriciteitstheorie, tevens aannemende dat de som 
der absolute hoeveelheid positieve en negatieve electriciteit constant is en dus 
een stroom gteeds bestaat uit twee gelijke en tegengestelde stroomingen van po­
sitieve en negatieve electriciteit. 

Men stelle zich voor de stroomeinden van een lineaire open stroom. Aan 
ieder stroomeind stroomt een zekere hoeveelheid electriciteit van de eene soort 
toe, terwijl een even groote hoeveelheid electriciteit van de andere soort van dit 
stroomeind afstroomt naar het andere stroomeind toe. Men kan zich nu voor­
stell(;'n: 

1°. dat de electriciteit van de eene soort in het stroomeind inderdaad in rust 
komt en de electriciteit van de andere soort zich aldaar in beweg'ing zet; 

2°. dat integendeel de electriciteit van de eene soort het stroomeind verlatende 

* Mémoires de l'institut, T. 6. pag. 374. 1823. 

t Tj'eatise on electricity and magnetism, MACMILLAN, London, Tome H, pag. 159, 1873. 

§ CllELLE, Journal, Brl. 72, pag. 57. HELMHOLTZ ~telt dan ook in dat opstel de verhouding van 
zijne potentiaalthecrie tot die van WEBER. verkeer,l voor. Het is niet waal' dat vaal' eene be­
paalde waarde van k zijne theorie wat de resultaten betreft, in die VUil WEBER ovorg,Utt. 
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voortstroomt en die va~ de andere zich (laar niet in beweging zet, maar van elders 
wordt aangevoerd. In dit geval is dus de open stroom meer te beschouwen als 
een deel van een uitgestrekter open stroom of van een gesloten stroom. 

In het eerste geval noemen w.ij de open stroom volledig, in het tweede geval 
onvolledig. 

Deze onderscheiding zou, wat de ponderomotorische werking betreft, onnoodig 
zijn indien het niet als zeer mogelük moest erkend worden dat plotseling tot 
rust komende electriciteit als zoodanig ponderomotorische werkingen uitoefent. 
Dit wordt niet alleen aangenomen in de potentiaaltheorie van HELJ\'IHOLTZ; maar 
evenzeer in de algemeene electrodynamische theoriën van WEBER en CLAUSIUS. 

7. Dezelfde onderscheiding passen wij toe op stroomelementen. De ponderomo­
torische werkingen van een volledig stroomelement zijn dus gelijk aan die van 
het overeenkomstige onvolledige stroomelement plus de werking der beide stroom­
einden. Sluit men onvolledige stroomelementen van gelijke intensiteit aan ellmar 
dan verkrijgt men een onvolledige open stroom. Sluit men daarentegen volledige 
elementen van gelijke intensiteit aaneen dan verkrijgt men een volledige open 
stroom. Immers overal waar twee volledige elementen van gelijke stroomintensi~ 
teit aan elkaar sluiten verliest het aansluitingspunt zijn karakter van stroomeind. 
Er zet zich daar als beginpunt van 't eene element juist evenveel electriciteit 
van een bepaalde soort in beweging als er als eindpunt van het andere element 
tot rust komt, m. a. w. de electriciteit stroomt eenvoudig door. Daarom kan een 
gesloten stroom geheel naar willekeur beschouwd worden als een som van vol­
ledige of van onvolledige elementen De tweede .beschouwingswijze is die van 
AMPÈRE, GRASZMANN en STEFAN, de eerste is eigen aan RELMHOLTZ. Een bo­
weeghaal' gedeelte van een gesloten stroom kan daarentegen alléén opgevat wor­
-den als een som van onvolledige elementen. 

Een volledige theorie der ponderomotorische krachten zoude rekenschap geven 
1°. van de werking van twee volledige elementen onderling, 2". van een volledig 
op een onvolledig) 3°. van een onvolledig op een volledig, 4°. van onvolledige 
elementen op elkaar. In elk aezer vier gevallen zullen verschillende functiën van 
den afstand kunnen voorkomen. Zoover echter de experimenteele data het op­
.stellen der theorie toelaten vallen deze vier gevallen grootendeels samen, en zul~ 
len wij ze derhalve ook gelijktijdig behandelen. 

8. Reeds uit de eerste hypothese van § 2 blijkt dat wij de ponderomotorische 
krachten met de stroomsterkte der beide stroomen evenredig stellen. Bestaan er 
dus ponderomotorische krachten die een andere wet volgen, dan zouden deze nog 
naast de hier behandelde moeten worden in rekening gebracht. Zooals wij zien 
.zullen onderstelt de algemeene wet van CLA USIUS zulke krachten, clie echter expe-
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rimenteel nog niet zijn aangetoond, en dan gemakkelijk van de hier behandelde 
te onderscheiden en te scheiden zouden zijn. 

Evenzeer laten wij in -deze verhandeling de electromotorische krachten ge­
heel buiten bespreking, hoewel het natuurlijk mogelijk is deze met behulp 
van de wet van het behoud van arbeidsvermogen, met de ponderomotorische in 
verband te brengen, wat echter beter voor eene afzonderlijke behandeling ge­
schikt is. 

KRACHTEN EN KOPPELS DIE WERKZAAM KUNNEN ZIJN TUSSCHEN TWEE 

STROOMELEMENTEN. 

De vier fundamentaalgevallen. 

9. Zooals reeds door AMPÈRE is aangetoond, kan men met behulp der drie 
eerste hypothesen van § 2 de krachtwerkingen (krachten en koppels) tusschen 
twee stroomelementen afleiden uit die welke in vier eenvoudige gevallen voor­
komen: 

Eerste geval. De beide elementen zijn longitudinaal geplaatst ten opzichte van 
hunne verbindingslijn. 

Tweede geval. De beide elementen zijn transversaal ten opzichte van de ver­
bindingslijn en loopen onderling evenwijdig. 

Derde geval. Beide elementen zijn transversaal ten opzichte van de verbin­
dingslijn en kruissen elkaar rechthoekig. 

Vierde geval. Het eene element is longitudinaal het andere transversaal ten 
opzichte van de verbindingslijn. 

Wij beginnen nu met op elk dezer vier gevalle-n de wet der symmetrie die 
uitgesproken is in de tweede hypothese van § 2, toe te passen. 

Eerste geval. 

10. Krachten buiten de verbindingslijn zijn onmogelijk, immers brengt men 
een spiegelvlak door de verbindingslijn en bepaalt men de spiegelbeelden, dan 
zoude de kracht van richting veranderen, terwijl de stroomelementen geheel 
dezelfde bleven. 
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Op gelijke wijze wordt de onmogelijkheid van het bestaan van koppels aange­
toond, ook van koppels wier vlak loodrecht zoude staan op de verbindingslijn, 
immers zulke koppels zouden bij de spiegeling van zin veranderen, terwijl toch 
de elementen geheel onveranderd blijvfn. 

Blijkens de eerste en tweede hypothese kan dus alleen eene kracht 

iJ tI t2 d81 d 82 • • • • • • • • • • • • . • •• (1) 

in de verbindingslijn werkzaam zijn, waarbij tI en &2 de stroomsterkte, dS1 en dS2 

de lengte der elementen, B eene onbekende functie van den afstand l' voorstelt. 
Ten einde de denkbeelden te bepalen nemen wij aan dat (l) de kracht voor­

Btelt die werkzaam is om de elementen tot elkaar te doen naderen als de beide 
stroomen naar elkander toe zijn gericht. Loopen beide stroomen in dezelfde rich­
ting dan wordt dus de kracht die beiden tracht te doen naderen, aangewezen door: 

- B tI t2 ti 81 ti S2 • • • • • • • • • • • • • • • • • • (2) 

of wat hetzelfde is, (1) wijst de kracht aan die beide van elkaar tracht te 
verwijderen. 

:Men weet dat in de theorie van AMPÈRE 

A2 
B=2' .................. (;3) 

r 

waarin A eene constante voorstelt. 

Tweede geval. 

] 1. Krachten buiten de verbindingslijn zijn onmogelijk, waarvan men zich 
gemakkelijk overtuigt door het spiegelvlak beurtelings te doen samenvallen met 
het vlak waarin de beide elementen gelegen zijn en met het vlak gaande dool' 
de middens del' beide elementen normaal op die elementen. In beide gevallen 
toch moeten de krachten onveranderd blijven, in het tweede geval namelijk kee­
ren beide stroomen om (zie § 2, eerste hypothese). Evenmin kunnen koppels be­
staan daar deze of door het ééne of door het andere spiegelvlak van zin of van 
ligging zouden veranderen. 

Er blijft dus weder niets over dan eene kracht: 

•••••• (4) 

werkzaam in de verbindingslijn en die wij onderstellen zullen te trachten de 
.elementen tot elkaar te doen naderen indien de beide stroomen gelijkgericht Zijll. 
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Volgens de theorie van AMPÈRE is:, 

•.•..•..••...••. (5) 

Derde geval. 

12. Krachten zijn hier geheel onmogelijk. Laat men het spiegelvlak steeds 
door de verbindingslijn gaan en beurtelings door het een en het ander element 
dan keert telkens de stroomrichting in een der beide elementen om. De kracht 
zoude dus beide malen juist tegengesteld moeten worden. Geen kracht, hoe ook 
gericht, kan aan die voorwaarde v.:oldoen. 

Met het beginsel der symmetrie is slechts vereenigbaar een koppel welks as 
samenvalt met de verbindingslijn. Wij nemen aan dat een koppel: 

(.D) '1 '2 dPI d82 •••• ~ •••••••••••• (6) 

den rechten hoek tusschen beide stroomrichtingen tracht te verkleinen, d. w. z. de 
stroomhoofden tot elkander tracht te doen naderen. 

Vierde geval. 

13. Met de wet van symmetrie zijn hier uitsluitend vereenigbaar: 
1 0• krachten loodrecht op de verbindingslijn en gelegen in het vlak gaande 

door beide elementen; 
20. koppels gelegen in ditzelfde vlak. 
In de onderstelling dat de stroomrichting in het longitudinale element gericht 

is naar het transversale element toe, nemen wij aan: 

op het transversale element 

een k1'acltt: 

gelijkgericht met den stroom in dit element; 

een koppel: 
(F'). t l' '2' d 81 d 82 • • • • • • • • • • • • • •••• (8) 

dat het stroomhoofd tracht te verwijderen van het longitudinale element en dus. 
langs den kortsten weg het transversale element in de richting van het. longi­
tudinale tracht te stellen. 
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op het longitudinale element 

een kracht: 
.••. (9) 

tegengesteld aan de stroomrichting van het transversale element; 

een koppel: 

van gelijken zin met het koppel werkzaam op het transversale element, dus. 
tegengesteld aan den zin waarin het longitudinale element om zijn midden zou 
worden gedraaid door een kracht in richting en plaatsing overeenstemmende met 
den transversalen stroom. 

Is nu de stroom in het longitudinale element afgericht van het transversale 
element dan keeren natuurlijk al die krachtwerkingen om. 

Beg ins e I van gel ij k e act i een rea c tie. 

14. Met dit beginsel wordt in de theorie van GR.A.SZM.A.NN gebroken, in de 
theoriën van AMPÈRE en HELMHOLTZ wordt het behouden. Daar wij in de al­
gemeene theorie de aansluiting met de theorie van GR.A.SZM.A.NN willen bewaren, 
laten ook wij het beginsel buiten rekening. Wij willen echter dadelijk de be­
trekkingen neerschrijven waartoe het aanleiding geeft. In het vierde geval eischt 
het de betrekkingen: 

E=G, •....... 

CF) + (H) =Er = Gr . ..• 

• (11) 

. (12) 

In de drie eerste gevallen blijft het beginsel van zelve behouden door de om­
standigheid dat bij gelijke stroomintensiteiten ieder verschil tusschen het eene 
en het andere element verdwijnt. 

Krachtwerkingen tusschen twee elementen wier rnidd81ts op dezelfde 
coördinaten-as gelegen zijn. 

15. De lengte der verbindingslijn tusschen twee elementeu zal steeds voorge­
steld worden door r, de hoek die ieder der elementen met de verbindingslijn 
vormt door fh en {)2. Voor de richting van een element wordt daarbij gekozen 
de stroomrichting; de richting van de verbindingslijn wordt voor ieder element 
gerekend van dat element uit naar het andere toe, terwijl met th en {)2 steeds 
hoeken kleiner dan 1800 bedoeld worden. 

NATUUItK. VERH. DEU KONINKL. AKADEMIE. DhhL XX. 
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Evenzoo stelt 8 < 1800 den hoek tusschen beide stroomelementen voor. 
Verder wordt met 'Y/ steeds bedoeld de hoek tusschen de normalen opgericht 

op de beide vlakken gaande door de verbindingslijn en ieder der elementen. Die 
normalen richten wij zoodanig op dat de draaijingen Ol en °2 gerekend van 
verbindingslijn tot element van uit een punt op zulk een normaal positief (met 
het uurwerk mede) gezien worden. Om nu ook den zin waarin de hoek 'Y/ ge­
nomen moet worden te bepalen, verplaatse men beide normalen naar een der 
elementen en bezie ze van uit het andere element. De normaal behoorende bij 
het element waarnaar men ziet worde nu positief gedraaid tot ze I:lamenvalt 
met de normaal op het element waaruit men ziet, dan is 'Y/ de hoek die daarbij 
deze beschreven wordt. Deze hoek kan dus 7 1800 worden. 

Hiermede zijn nu Ol , °2 , 8 en r; volmaakt ondubbelzinnig bepaald en tusschen 
hoeken zal steeds de betrekking bestaan: 

COS i == - COB 01 • C08 O2 - .\in Ol . öin O2 • aos r;. • ..••••• (13) 

16. Wij nemen nu drie onderling loodrechte assen aan. Den oorsprong plaat­
sen wij in het eerste element, de X-as doen wij samenvallen met de verbindings­
lijn. De Z-as plaatsen wij loodrecht op de verbindingslijn en op het eerste 
element, dat dus in het XY-vlak valt. Verder dragen wij zorg dat van uit 
een punt gelegen op het positieve gedeelte van de Z-as, de draaijing 0l gerekend 
van het element naar de verbindingslijn positief gezien worde. Eindelijk plaat­
sen wij de yMas zoodanig dat van uit een punt op het positieve gedeelte de 
draaijing van 900 van de Z-as naar de X-as positief gezien worde. Men verkrijgt 
dan door ontbinding in de fundamentaal gevallen op het eerste element de vol­
gende krachten en koppels, waarbij telkens de factor: 

'1 '2 d SI d S2 • • • • • , • • • • • • • • • • • • (14) 

weggelaten is, zooals ook in het vervolg herhaaldelijk geschieden en wel nim­
mer tot misverstand voeren zal. 

Krachten: 

x = B aos Ol COS O2 - 0 sin Ol • sin O2 • aos 'i'j, ••••••••• (lIJ) 

Y = - E sin fh aOB 02 - G a08 Ol sin O2 aos 'Y/, • • •••••• (16) 

z = - G aos Ol' S/u °2 , öin rj, •••••••••••••••• (17)" 
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Koppels: 

eX) = - (D) sin (h sin, O2 sin rJ, • • • • • • • • • • • • • • • • • (18) 

(Y) = (H) aos flr si,1 O2 &in rJ, • • • ••••••••••••••• (19) 

(Z) = - (P) sin Ol aos02 - (H). cos Ol . ûn °2 , cns '1/ •••••• (20) 

Ontleding der krachten en koppels * . 

17. De ontbondenen Y en Z van de vorige § kunnen gedacht worden hun 
ontstaan te danken te hebben aan de volgende twee krachten: 

1 0 • Een kracht: 
SI =.E C08 O2 ••••••••••••••••• (21) 

gericht volgens het eerste element, 

2°. Een kracht: 
82 = - G cos 0l' ••.......•.•..• (22) 

gericht volgens het tweede element. 
Heffen wij vervolgens de ontbondenen van 8 1 en 8 2 langs de verbindingslijn 

door tegengestelde krachten op, dan zal het blijken dat men het krachtenstelsel 
X, Y, Z mag vervangen door de krachten 8 1 en 82 en een derde kracht: 

R = (B-G-E) cos Ol cos O2 - 0 sin Ol sin O2 cos rJ • • • • • • • (23) 

gericht volgens de verbindingslijn. 
Roept men te hulp de betrekking (13) dan is ook: 

R = (B-G-E + 0) aos Ol CuS O2 + G cos E • ••••••••• (24) 

18. Op gelijke wijze kunnen de koppels (X), (Y) en (Z) ontleed worden in 
de volgende drie: 

* Het denkbeeld de krachten zoo tE! ontbinden als hier geschieden zal, is ontleend aan MAXWELL. 

Treatise on electricity and magnetism, Macmillan, London 1873, Vol. 1I, aldaar, pag. 154. 
MAXW~LL maakt echter dadelijk in den aanvang een fout. Zijne formule (10): 

R=Acos6cos9' +Bsin9 sin 0' cos.", 

moet verbeterd worden in: 

R=A cos o cos 0' + B sin e. sin 0'. cos." + 2 Ccos 0 cos 0', 

ten onrechte meent MAXWELL dat de ontbondenen langs de verbindingslijn van S en S' elkaar 
opheffen. 

2* 
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Één 
(MIl == (P) . sin 01 • cos O2, •••••••••••••• (25) 

welks as normaal staat op de verbindingslijn en het eerste element en zoo ge­
kozen wordt dat uit een punt van die as de draaijing Ol van de verbindings­
lijn naar het element positief gezien wordt. 

Één 
(jJI2) = (H) • cos Ol • sin 021 •••••••••••••• (26) 

welks as normaal staat op de verbindingslijn en het tweede element en zoo ge­
kozen wordt dat uit een punt van die as de draaijing O2 van de verbindingslijn 
naar het tweede element positief gezien wordt. 

Één 
(L) = - (.D) sin Ol sin 09, sin 1}. • ••••••••••• (27) 

welks as langs de verbindingslijn valt in de richting van het eerste element naar 
het tweede. 

De assen der beide eerste koppels vallen dus samen met de normalen die in 
§ 15 gediend hebben om den hoek n te bepalen. 

Kracktwerlcing van een willekeurig element op een element samenvallende 
mit de X-as en geplaatst in den om'sprong. 

Kr ac h ten. 

19. Wij beschouwen het tweede element, welks plaatsing wij door de coördi­
naten x2 , Y2 en Z2 bepalen, als een gedeelte van een rechte of kromme lijn. 
Men heeft dan >I' 

d:IJ2 
cos/:= -d ••••••••• (~8) 

82 

Men heeft dus te doen met de drie krachten: 

, :lJ2 ij l' I d:IJ2 
R =-\B-G-E + G).-.;- + 0-, .. .. , ..... (29) 

l' u 82 d.02 
ij l' 

Sl= -.B.:;--, .......... , ............ , (30) 
U.02 

'''2-- - G .~, • • , • (31) - . , , .... , ...... , ..... . 
'I' 

• Zie bijv. MAXWELL'S 1'1'eatise, '1'. Il. § 512. 
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-die op het thans ingevoerde assen-stelsel aanleiding geven tot de ont· 
bondenen : 

X2 dX2 • 
X=R. - + SI + S2' --, •••.•••.•••.•• (32) 

'I' dS2 

1" = S2 rlljz + R.!jJ, .••.••.•••••••••• (311) 
d s2 l' 

dZ2 z2 
Z = 82 - + R • -, . . .••••.......... (34) 

clS2 l' 

waarbij wij ons nog overal den factor (14) gesupprimeerd denken, zoodat inder­
daad op het eerste element werkzaam zijn de krachten: 

Z t1 t2dsl ds2 • ••••••• (35) 

20. Door substitutie van (29), (30) en (31) in de vergelijkingen (32), (33) 
,en (34) vindt men: 

_ J:2J2 ~ r Y2 d a'2 :1:2 dZI2 
Y _-(B-G-E+ 0)-2 .~ + c. -.- -- G.-.-, .. ..... (37) 

r uS2 r dS2 l' cZS2 

_ :1:2%2 (J)' z2 da'2 :1:2 d%2 , 
Z - - (B-G-E + 0)-2 .-;- + O. -'-l -- G .-. -z ..•••••• (38) 

l' u ,Q2 r {j /12 I' c. 82 ' 

Trer bekorting van deze formules voeren wij in de functie: 

J
OClB-e-E+ C 

p= 2 dr, ••••.•..••••• (39) 
r 

r 

::zoodat : 

B-G-E+ 0 
dP = - 2. .d1', ••.........•.•... (40) 

? 
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Men mag dan schrijven: 

... (41} 

Koppels: 

21. Alvorens over te kunnen gaan tot de berekening der koppels (X), (Y) en (Z) 
behoort men de hoeken te kennen die de assen der koppels (MI) en (M2) me~ 
de coördinaten-assen maken. Dit geeft aanleiding tot het volgende vraagstuk:: 

Gegeven de hoeken al, PI' rl en a2, (12' rz die twee lijnen met de coör­
dinaten assen maken (hier: verbindingslijn en eerste of tweede element) zoo 
wordt gevraagd naar de hoeken cp, lJl en )( van hun gemeenschappelijke normaal 
met de assen. Die normaal warde zoo genomen dat van een zijner punten de, 
draaijing 0 < 1800 van de eerste lijn naar de tweede positief gezien wordt. 

Wij plaatsen de lijnen in den oorsprong en zetten op die lijnen twee stuk· 
ken 0 Al en 0 A2 gelijk aan de eenheid uit. Projecteeren zich nu op het Y 0 Z 
vlak de punten Al en Az in de punten al en a2, dan is: 

l:::. 0 al az 
C08 IJl = l:::. 0 Al Az ••..•••..••••••• (44)-

daarbij moet de inhoud van ~ 0 al az positief genomen worden zoolang de volg­
orde 0, al, az, 0 enz. van de X-as uitgezien positief is, terwijl steeds: 

Nu zijn echter de coördinaten van al en az in het Y 0 Z-vlak bekend l' 
namelijk: 

en daaruit blijkt dat, met inachtneming van het teeken : 

/I 
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-derhalve volgt uit (44): 

~~~~-~~~~ (4 
C08 IJl = . .ot • • • • • • • • • • •• 5 ) 

Sin v 

\~n verder door letterverwisseling: 

•.•••.••. (46) 

cos al C08 ~2 - C08 «2· C08 ~l 
cosX= . ij .••..•.•.... (47) 

8ln 

22. Ten einde nu te verkrijgen de hoeken van de koppelas van (MI) met de 
<coördinaten assen, moet men substitueeren: 

C08 ~l =?!J. 
9' 

·-en de cosinussen dier hoeken zgn dus: 

Q' , Z2 
-'-0-; 
'I' 8zn 1 

C08 ~2 = 0 ( ..••••••••. (48) 

cos 12 = 0 

JI2 
- T sin Ol' ••••.•••.••. (49) 

De ontbondenen van het koppel worden derhalve (zie (25)): 

0; 
(F) (F') 
- Z2 cos O2 ; - -lh C08 O2 •.•••••• (50) 

'/' 'I' 

-of bij toepassing van (28): 

(l) ~ 9' (F) ~I' 
0; --.Z2·r-; - '!h'Y-' ... •••.•• (51) 

l' '~2 l' '·2 
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23. Om evenzoo de hoeken van de koppelas van (M2,) te verkrijgen, substt;,.; 
tueere men: 

e08al =-~ , T 

eOB ~l =-~ 
T 

Men vindt dan voor de 'cosinussen 'dier hoeken: 

, Z2 daJ2 $2 rlz2 --.-+-.-
r dS2 T rls2 

8in O2 

L ...... . .. (52)-

\ 

en derhalve tevens lettende op (28); voor de ontbondenen van het' koppel (M2):: 

(T-1) (d?12 ' dz2\ " (H) '( dZ2 dX2)' (H) ( d$2 "dY2) (54) 2 $2 z2;- -Y2 -:- ; 2" w2 W2-
d 

-Z2- ; 2 W2 312:;--w2-d .•• 
r UI 82 d1J2) T 82 dS2 '1"', UI 82 82' 

24. Neemt men thans nog in aanmerking het koppel (L) § 18, dan is ten slotte:: 

(X) = 

(Zj = 
waarbij men weer in het oog moet' houden dat de factor: 

overal is gesupprimeerd. 
25. In de verkregen vergelijkingen behoort nog de vorm,:: 

in de ,coördinaten van het tweede element te worden uitgedrukt~. 



- 22 -

ALGEMEENE THEORIE DER PONDEROMOTORISCHE KRACHTEN. 17 

Ten einde daartoe te. geraken trekken wij in' den oorsprong drie lijnen, ' 0 A, 
OB en 0 C, respectievelijk evenwijdig aan de verbindingslijn gerekend van het 
eerste element naar het tweede,' aan het eerste element,dus samenvallende met 
de X-as,' en aan het tweede element. Ieder van deze lijnen maken wij gelijk 
aan de eenheid. Trekken' wij nu nog de zijden van driehoek A B 0 dan ont­
staat een tetraëder: 

O. ABC 

Het volume van dit tetraëder nu is gelijk aan: 

1. 0 . 0 . 6" 8~n I 8zn 2' s~n 'IJ 

mits men namelijk dit volume als positief of negatief beschouwe naar gelang van 0 
uit de zin van de draaijing A B 0 A .. '. positief of negatief gezien worde. Immers 
de iIihoud van driehoek A 0 B is in absolute waarde steeds gelijk aan! sin Ol en 
beschouwt men als positief die zijde van de normaal op het vlak A 0 B , die tot 
positieve tetraëders aanleiding geeft, dan wordt de loodlijn uit 0 op A 0 B 
neergelaten en in grootte en in te~ken voorgesteld door : 

Men heeft dus: 

. Si~~[!2' sin ?J. 

Tetr. 0, A. B 0 = ~ sin Ol . Bin O2 • sin '1). • • • • • • • •••• (58) 
6 

26. Het volume van zulk een tetraëder kan echter. ook in de coördinaten zij­
ner hoekpunten worden uitgedrukt. Laten X/I, y'l' Z'l; X'2, y'2' Z'2; X'g, y'g, Z'g 

de coördinaten voorstellen van' A, B en 0, terwijl 0 geplaatst zij in den oor~ 
sprong, dan wordt, indien aan het negatieve of positieve teeken van het volume 
de zoo even uiteengezette beteekenis wordt gehecht, het volume steeds voorge:' 

"steld door: 

derhalve is: 

NATUURK •.. VERH DER, KONINKL AKADl!lllIIE. DEEL XX. 
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waarin nu gesubstitueerd moet worden: 

, 112 rl=­
l' 

w's = ~:2 \1 2 

r dlj2 
Ys = - , ........... (60) 

d82 

d Z2 , 
Z'3=- t 

d82 

zoodat derhalve: 

. 0 . O' '!f2 dZ2 Z2 dY2 (61) 8Z1Z l.sln 2.8t1Z1J=-'- - -. - ••••••••••• 
l' d82 IJ' d 82 

Substitueeren wij dit in (55), (56) en (57), dan is: 

(X) 
(1)) + (H) (d!h dZ2 ) 

2 $2 I z2 - - Y2 - ,. • • • •••••••••••••••• (62) 
IJ' \ d82 dS2 

Krachtwerking op een willekeurig geplaatst element. 

27. Uit de formules (41), (42),~ (43), (62), (63) en (64) zoude het thans ge­
makkelijk zijn de werking van een willekeurig element op een willekeurig element 
af te leiden. 

Wat vooreerst betreft de werking op een willekeurig gericht element aSl in 
den oorsprong kan men dit element vervangen door zijne drie componenten 
aXI, aYI en aZI' De aangehaalde formules geven de werking op aXl en door 
letterverschuiving ook die op ,aYI en aZI. Deze drie krachtwerkingen behoeft men 
slechts op te tellen. Wenscht men daarna te kennen de werking op een element 
aSl geplaatst in het punt Xl' YI, ZI dan vervange men slechts overal: 

X2 door x2 -Xl 

Y2 door Y2-Yl 

Z2 door Z2 - ZI' 

Het i,s voor ons onderzoek niet noodzakelijk deze formules neer te schrijven. 
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Krachtwerking van open en gesloten stroomen op een element in den 
oorsprong, samenvallende met de X-as. 

28. Voor de krachtwerking van een open of gesloten stroom op een element 
dat in den oorsprong met de X-as samenvalt, mag men nu schrijven; voor 
de ontbondenen der kracht, resp.: 

tI t2 a 81 j~ X d 82 ; 

a 

tI t2 d 81 jb Y d 82 ; tI t2 d81 f~Zd82' •.•.• (65) 

a a 

en voor die van het koppel: 

tI t2 d81 fO(x) d82; tI t2 d SI Jb (Y) d 82 ; tI t2 d81 J~(Z) ds2, ••.• (66) 

a a I a 

waarbij a en b de eindpunten van den stroom voorstellen, terwijl bij de inte­
graties S2 de eenig onafhankelijk veranderlijke is. 

29. Uit (41) volgt: 

j lJ JO jlJo- a f~ Xds2,= x:dP+ -r-xzdxz- .Edr, 

a a a a 

of als men de eerste integraal bij gedeelten integreert: 

flJ 0 Jb fbO-a-2P'l' 
Xd8z= a (Px:) - Edr+ 'I' x2 dx2' ••••• (67) 

a a a 

evenzoo volgt uit (42): 

jb IJ jbO-Pr f~G + pt)' 
Yd82= }PXz'!h) + -1-' -'}2 dX2- --'I'-XZ dY2' •••• (68) 

a a a 

en uit (43): 

f
lJ lJ jb O- pr flJ a +Pr 

Zd82 = a,(PX2 Z2) + -r-zzilxz- --r-xzdzz ••••• (69) 

a a a 

3* 
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Eindelijk volgt uit (62), (63) en (64), als wij stellen: 

PI = r (F) dr dus: d F1 = - (F) dr •••••.•.•• (70) 
r r 

T 

fU(X) d82 = fU (D) ~ (Il) tr2 z2 dY2 - fli elJ) ! (~l) x2 Y2 dz2 • • • • •. ~ .•• (i 1) 

a a a 

b fÓ( (El) (lJ») fb(H) Ib(]]) 
}Z2Fl)- Fl--;:2X~+-;2Y~ dz2- -;2X2Z2dx2+ -;:2Y9,hd?l2' (72) 

a a a 

fb b fb( (H) (D)) fb(H Ib(lJ) 
(Z) ds2=- }?l2Pl) + Fl--;2X~+-;2z~ U$2+ -;2X2'112dx2- ---;:2?12Z2dz2' (73) 

a a a a 

30. Voor een gesloten stroom ondergaan bovenstaande formules vereenvoudi­
ging. Dan is: 

fa fa 0 - G - 2 Fr 
X dS2 = r X2 dX2 •..••.•••••••••••••••.• (74) 

a a 

fa fa O-P1' fa G + Pr 
Yds2= -r-Y2dx2- -1-' -X2 dY2 ••••••••• • •••••• (75) 

a a a 

fa fa 0- Pr fa G + P?' 
Z d82 = -7'- Z2 dX2 - -7'- X2 dZ2 • • • .•••••••••••• (76) 

a a a 

fa fa (lJ) + (fl) fa (lJ) + (H) 
(X)ds2 = r2 X2 Z2 db'2 - 1,2 X2 Y2 àZ2 •••••••••• (77) 

a a a 

fa fa( (11) (lJ») fa(H) fa(.D) 
(Z) dS2 = Fl - ;2 x~ + -;2 z~ dY2 + -;2 X2 Y2 rlx2 - -;.2 /12 Z2 dZ2 •.• (79) 

a a a a 

31. Hiermede js dus de berekening van de werking van een gesloten stroom 
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op een stroomelement teruggebracht tot een gesloten lijn-integraal. Re~ds AMPÈRE 

heeft zulke lijn-integralen tot vlakte-integralen teruggevoerd. Men behoeft daartoe 
slechts door den gesloten stroom een willekeurig oppervlak te brengen waarvan 
die stroom den rand vormt. Trekt men op dit oppervlak twee stelsels van 
kromme lijnen, die hetzelve in vakjes verdeelen en voert men om ieder dier 
vakjes heen een stroom van gelijke sterkte en gelijken zin als de hoofdstroom 
dan heffen die stroomen elkaar overal op behalve aan den rand, zoodat al die 
kleine stroompjes te zamen gelijk staan met de ééne hoofdstroom, wier werking 
derhalve, indien men de werking van een oneindig klein gesloten stroompje m 

kent, door vlakte-integralen kan gevonden worden. Wij beschouwen daarom 
thans de krachtwerkingen van zulk een stroompje m. 

32. Daartoe roepen wij te hulp eene stelling, bewezen door C. NEU1\IANN *, 
die wij voor onze notaties en ons coördinatenstelsel hebben gesrhikt gemaakt. 

Laat: 

J Ud[C + rd1J + Wdz 

voorstellen een integraal genomen langs den omtrek van een oneindig kleine 
gesloten lijn die een vlakken inhoud momsluit; laten daarbij U, Ven W func­
tiën zijn uitsluitend van x, yen z; laten verder mz , m; en mz de projecties van 
.(jJ voorstellen op de coördinatenvlakken Z 0 Y, X 0 Z en Y 0 X, dan is: 

J
. ( ~ W ~ r) I (j U a JII) ( ~ TT ~ U) 
Ud.v+ TT dy + Wdz=ooz ~?J -az +OOY~(jz-"[C +00: (jz-"lJ .. (80) 

waarbij het teeken van mx, my en mz positief of negatief genomen moet worden 
naar gelang de zin der integratie, die natuurlijk ook in de projecties van m 

ondubbelzinnig blijft, uit punten resp. op het positieve gedeelte van ete 
X, Y, Z-as positief (d. i. met de wijzers van het uurwerk mede) of negatief 
wordt gezien. 

33. Ten einde deze formule nog beter voor ons doel geschikt te maken stellen 
wij dat U, Ven W functies zijn van X2, Y2 ,Z2 en r, waarin: 

2 _ S + 2 + 2 "(Ol 
'I' - [Cs '!Is zs················ \' ) 

dus: I 

~'I' z2 
~Z2 = ; ............ . (tl 2) 

* Die elektrischen [{rärte, Leipzig, '!'EUBNER, 1873. pag. 88. 
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Dan is bijv. : 
h W h 1Y h r hW h W '!J2 ~ W --- -+--- -+-
iJ'!J2 - ij, '~!12 ~r2 - iJr' 'I' ÎJ?I9, 

en de formule gaat over in: 

34. Passen wij deze formule thans toe op de betrekkingen (74)-(79) dan 
vinden wij voor de krachtwerking van een elementair (oneindig klein) gesloten 
stroompje: 

C-G-2Pr 
d.----

J4Xd82 = ~. r W2(z2C1.JY-J'2C1.Jz), •••••••••••••••••• (84} 
l' d1' 

a 

d.(lJ)+(H) 

fa 1 '1'2 (lJ)+(R) 
(X) d82 = r' dl' w2[Z2(iC2C1.Jrz2C1.Jz)-?f2(1I2C1.J:r:-iC2C1.Ju)]+-r-2-(z2C1.Jz+Y2C1.Jy-2w2C1.JZ)' • (87) 

a 
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Krachtwerking van e/m elementair gesloten stroompje (j)~ geplaatst in den 
oorsprong op een willekeurig element dsl • 

35. De formules (84)-(89) wijzen aan na vermenigvuldiging met tI "2 dS l de 
krachtwerking van een elementair stroompje (j) geplaatst in 't punt X2, Y2, Z2, op 
een element gelijkgericht met de X-as en geplaatst in den oorsprong. Ver­
plaatst men nu den oorsprong naar het elementair stroompje dan zullen de nieuwe 
coördinaten van het element geworden zijn: 

3J1 = - 3J2 ; 111 = - Y2 j Zl = - Z2' • • • • • • • • • • • (90) 

Wenscht men derhalve te kennen de krachtwerking van een elementair stroompje 
(i) geplaatst in den oorsprong, op een element geplaatst in het punt Xl' Y1 , Zl' 

dan moet men in de formules (84)-(89) substitueeren: 

3J2 = - 3J1 ; r2 = - 3'1; Z2 = - Zl : •••••••••• (91) 

en daaruit kan men dan door letterverschuiving de krachtwerkingen van co op 
elementen vinden die met de Y- en Z-as evenwijdig loopen. 

Dewijl nu een element dS l mag vervangen worden door zijn drie componenten 
dx] , dYl en dZl zoo kan men, dewijl nu de krachtwerkingen op de componen­
ten bekend zijn, door sommatie die op dS1 vinden. 

Met weglating thans van den factor t1/'2 vindt men: 
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waaruit thans: dS1 fa Y dS2 en dS1 fa Z dS2 wederom door letterverschuiving kun-
- a a 

nen afgeleid worden. 
Op gelijke wijze vindt men: 

2 2 3 (H) 3 (.D) ~ 
- iV1COZ-?hCOz + YlzlcoU) + -2-z1coz + -2 iV1CO dz1, ••.•••••••• (93) 

r 'f 

waaruit eveneens door letterverschuiving af te leiden zijn: 

(lS1 fa (Y) dS2 en dS1 fa (Z) dS2 

a IJ 

36. Voor ons doel zal .het voldoende zijn te kennen de werking van (iJ~ op. 
een willekeurig geplaatst element, men mag dan in (92) en (93) benevens in de­
formules die er door letterverschuiving uit worden afgeleid, stellen: 

COu = 0, (iJs: = O. • .............. (94), 
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Dan is: 

.••.•..... (95) 

1
1 d. C - Pr d. G + Pr 1 ~ 

+ 'I' 2 1 r 2 G+G 
-. !fl + -' Zl + -'1'- dZl •••.•••••• (96) 
r dr 'I' dr 

1

- G + Fr C - G - 2 Pr 

f
a d.--- ] d. 

d 81 Z d 82 ::::: 00% _!:.. r Xl Yl dXl -r -' 'I' Yl zi dZl -
'I' dr r dr 

a -

1 
G - Pr G + Pr I -

1 d.-- ~ d.-- (] G 
'I' 1 r .I + - -'---z'J+ _. '1/+-- dYj ••.•••• , •• (97) 

,. dr 1 r dr 1 r _ 

I (H) ,]) J d.- d-
1 d F 1 '1'2 I r 2 3 (8) + --, -I'lh + _. --YIÜ'i + zi)- -' -- lil xi + -2-Y1 dYl + 
r dr r dr 'I' dr 'I' 

I d (H) d (.D) l -, 
1 d PIl' ,2 I' . r2 3 (H) + --'- zl +-·--zl(.o/i+zi)--·-- zIxi+ -2- ZI dzi • (98) 
r dr r dr r d1' 'I' _ 

NATUURK. VERH. DER KONINKL. AKADUIIE. DEEL xx. 4 
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Kmchtwerking van een elementair gesloten stroompje 01.z geplaatst i1~ 

den oorsprong op een willekeu1"ige, gesloten stroom. 

37. Het is duidelijk dat de krachtwerkingen van een elementair gesloten stroompje 
tiJ.z, geplaatst in den oorsprong, op een gegeven gesloten stroom door integratie 
uit (95)-(100) zullen kunnen worden afgeleid. 

Voor de krachten zal men vinden langs de X-as: 

f a' fa 
'1 '2 dSl X dS2 

a' a 

...•....... (101) 

langs de Y-as: 

'1 '2 fa~81 faYdS2 • • . • • •• . .••.•• (102) 

a' a 
langs de Z-as : 

'1'2 Ja'dSl jaZdS2 ••••......•..•. (103) 

a' a 

Ter berekening van de koppels zal men - behalve op de koppels (98)-(100)­
nog moeten letten op die welke door de verplaatsing der krachten naar een ge­
meenschappelijk punt ontstaan. Kiezen wij daartoe den oorsprong dan vindt 
men voor de koppels: 
langs de X-as: 

'1 '2 fa'dSl flt(X) dS2-'1 '2 fa'Zl dSl fa Yds2 + '1 '2 fa~l dSl faZ ds2 • • (104) 

a' a a' a a' a 

langs de Y-as: 
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langs de Z-as: 

'1'2 faldsl fa(Z) cls2-'l'2 fa~ld81.rXcl82+tl'2 falXld81 rYrl .Q2" (106) 

a' a a' a a' a 

Voorwaa1"den van overeenstemming met de theorie van A~IPÈRE voo]' 
gesloten stroomen. 

38. In de inleiding hehben wij er op gewezen dat van gesloten stroomen de 
krachtwerking bekend mag beschouwd worden en volkomen overeenstemt met de 
theorie van AMPÈRE. De algemeene theorie die wij hier ontwikkeld hebben, zal 
dus voor gesloten stroomen dezelfde krachtwerkingen moeten opleveren als de 
theorie van Al\IPÈRE die aan de onbepaalde functiën: 

B, 0, (D), E, (P), G, (H) 

de bepaalde waarden geeft: (zie de behandeling der fundamentaalgevallen) : 

.11.2 2.11.2 

B = -2' 0 = -2 ' (.D) = 0, E= 0, (P) = 0, ,0 = 0, (H) = O .•.. (107) 
'I' • l' 

De werking van gesloten stroomen kan echter (zie § 31) teruggebracht worden 
tot de som van krachtwerkingen tusschen elementaire gesloten stroompjes. Wij 
behoeven dus slechts zorg te dragen dat de krachtwerking tusschen twee zulke 
stroompjes m en m' willekeurig ten opzichte van el,kander geplaatst, overeen­
stemme met de theorie van AMPÈRE. Dat men één dezer stroompjes in het vlak 
der X 0 Z in den oorsprong plaatste is geene beperking der algpmeenheid. De 
voorwaarde dat de algemeene theorie voor gesloten stroomen uitkomsten geven moet 
overeenkomende met die van AMPÈRE, komt dan daarop neder dat van de kracht­
werking van mx op m' de krachten (101), (102) en (103) en de koppels (104), 
(105) en (1.06) overeenkomstig zijn met de krachten en koppels die door de 
substitutie (107) ontstaan. 

Eer s t e voo r w a a r d e. 

39.' Ten einde zoo spoedig mogelijk tot eene eerste voorwaarde van overeen­
stemming te geraken, berekenen wij de krachtwerking (10) tusschen co./' en m ,1" 

waarbij wij dus m'y en 6)fZ buiten rekening láten. Men heeft: 

4* 



- 33 -

28 ALGE]}IIEENE THEORIE DER PONDEROMOTORISCHE KRACHTEN. 

derhalve, onder toepassing van (83) : 

Deze uitdrukking moet voor iedere waarde van Xl , Yl en Zl in overeenstem­
ming zijn met de theorie van AMPÈRE. Derhalve is noodig en voldoende dat: 

O-Fr 
d.-­

'I' 

met die theorie overeenstemme, derhalve blijkens (107): 

O-P'l' 
d.--

r 

A2 
d· s 1 

--à-" - = -d-j'- •....•...•...... (110) 

immers blijkens (39), en (107) is in de theorie van AMPÈRE: 

f
CX) 3A2 .12 

P = -4- dr = 3' .............. (111) 
'I' " 

r 

Voeren wij nog in de uiterst waarschijnlijke hypothese (zie § 52) dat op 
oneindigen afstand alle krachtwerkingen verdwijnen, dan volgt uit (110): 

d.2 
O-Pr = 2 .................. (I) 

r 

waarmede eene eerste betrekking tusschen de onbepaalde functiën gevonden is. 
40. Deze eerste betrekking blijkt voldoende te zijn om de krachten (lOl), 

(102) en (103) in overeenstemming te brengen met de theorie van AMpÈRE. Om 
dit te bewijzen beginnen wij in de uitdrukkingen (95), (96) en (97) met behulp 
van (I) de functie a te elimineeren. Men vindt dan: 

f
a 3,.42 

dBl Xds2 = -wZ'-;:SXdYldzl-Zld2l1)'" ••.••• (112) 

a 
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Verder is: 

Substitueert men in deze formule: 

Xl dirl + YI dl/I + zl dZI = l' dr, • ••••••.•••• ,lH) 

dan is eindelijk: 

dSI Yds2 = WJ:[-!11 (zldYI-?JIdzl) + -3 dZI + d. --- ,zl " \115) fa 8t.t2 LJ.2 G + P1' ] ( 

~ r' 
a 

Evenzoo vindt men: 

f
a 3...4.2 -,#' .1.2 G + lj'J' 

dSl Z dS2 = W;c [ - -;:5 zl (YI dZI -zl a'!/1) -;s dYI-d, --?,- . YIJ ' (116) 

a 

Wordt nu ten tweede male gesloten geintegreerd, dan valt G + Pr overal 
weg, daar het alleen in totale differentialen voorkomt, en de uitdrukking'en voor 
de krachten (101), (102) en (103) veranderen door de substitutie (107) niet meer, 
m. a. w. ze zijn reeds in overeenstemming met de theorie van AMPÈRE. 

rI' wee d e voo r w a a r d e. 

41. Alvorens tot de berekening van (104) over te gaan, vereenvoudigen' wij 
de waarde der beide laatste integralen. Bij toepassing van (115) en (116) 
vindt men: 

fa' Ja Jal fa ja'A2 G+b G+h 
y1ds1 Zds2- zldsl Yd82=- -;S(YldYI+Zldzl)+'lJld'-,-'Yl+Zld'-1,-Zl" (117) 

af a a' a a' 

Voert men de beide laatste differentiaties uit en verdrijft men Yl en Zl met be­
hulp der betrekkingen: 

YI d Yl + Zl d Zl = l' d r - Xl d XII 

yi + zi = r2-xi, 
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dan houdt men, als men de totale differentialen laat verdwijnen, nog over: 

fa' fa Ja l fa fa'(A2 G+ Pr) ra' G+Pr 
Vl d8l Zd82- Zl d8l Yd82= -;5+-'/'- Xldxl+ x~.d,-,/,-,,(1l8} 

.... a' a at a al a· 

of eindelijk door integratie bij gedeelten van de laatste integraal: 

fa' fa fal fa ja'( A2 G + pr) 
'lJI d 81 Z d 82 - Zl d 81 Y d 82 =: \ ;S - -'1'- Xl d Xl' " • (11 9} 

a' a a' a a' 

42, Substitueert men in (98) de formule (70) dus: 

. , , (70), 

en vervangt men tevens overal y~ + zi door ri - mi, dan is : 

Vervangt men hier weder: 

en laat men de totale differentialen weg, dan is: 

1

- d (.D)+(H) 
a' a a' ',2 a' (O)+(H) a' (.D)+(B) f dBl J (X)ds2=:w$ -f 1', --d-r -'XldXl-I xi· d·-r-2-+ f 2--,.~-Xldxl+ 

á a a' a' a' 

(H) 1-1 rl.-
a' (F) r2 3 (R) ~ -J t, + <. -a;:- + ---;:0 " d." .•.......•.....•...... (1211 

a' I -
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Past men eindelijk integratie bij gedeelten toe op de tweede integraal, dan is 
na herleiding: 

Substitueert men thans (122) en (119) in (104), dan blijkt dat het koppel 
loodrecht op de X-as voor de beide elementaire stroomen (;,7 en (iJ' wordt aange­
wezen door: 

tI t2 fa/(~. d(lJ) + 2 (lJ
2 

J + (H
2

) _ (1
2
') + AaS _ G + Fr) Xl dXl' ••• (123) 

l' d r r ~' r l' 'J' 

0.' 

Deze uitdrukking moet nu, daar ze op gesloten stroomen betrekking heeft, in 
overeenstemming zijn met de theorie van AMpÈRE, d. w. z. ze moet door de sub­
stitutie (107) onveranderd blijven. Het is duidelijk dat men door toepassing 
van (83) en uitgaande van de hypothese, dat alle krachtwerkingen op oneindigen 
afstand verdwijnen, zonder moeite als voorwaarde van overeenstemming vin­
-den zal: 

43. Wij zullen thans aantoonen dat deze voorwaarden van zelve ook de beide 
-andere ontbonden en van het koppel (105) en (106) in overeenstemming brengt 
met de theorie van AMPÈRE. Daartoe beginnen wij weder met de koppels die 
door verplaatsing der krachten ontstaan. Uit (112) en (116) volgt onmiddellijk: 

-of door integratie bij gedeelten: 
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44. Uit (99) volgt onmiddellijk: 

of, als wij te zanlen nemen de derde, vierde en de laatste integraal en de eerste 
herleiden: 

fa' Ja [fa' (F) .i. rtl]) (D)] fa' (D) + (H) 
d SI (Y) d 82 == W,l:. [- -;:2 + ;. -;;; + -;:2 lh d Xl - Xl Yl d . 1'2 

a' ti. a' a' 

- ja'(D) ~ (H) Xl dYl] •••.•••• : •.••••••••••••••.•••• (121) 

a' 

of eindelijk als wij de tweede integraal bij gedeelten integreeren: 

fa' Ja fa' (F) 1 d(D) 2(7)) (B) 
dSl (Y) d'~2 = Wx [- - + -. - + -2 + -2 ]1h dXl'" • (128) 

1'2 r clr l' l' 

a a a' 

Met behulp van (128) en (125) vinden wij dus voor het koppel (105): 

fa'[ (p) 1 d. (D) 2 (D) (H) G + P1'] fa'A2 ]" 
'1 t2(V.r[ - -;;-+-. --+ - + - --- lJl dXl + -3 Xl d?/l ~ •. (129) 

r'" r dIJ' r2 IJ'2 r IJ' 
~ r 

of, lettende op de voorwaarde (H): 

45. Op gelijke wijze zoude men vinden voor het koppel (106): 
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Deze koppels veranderen niet door de substitutie (107) en zijn du" van zelvè 
in overeenstemming met de theorie van AMPÈRE. De beide voorwaarden (I) en (H) 
zijn dus noodig, maar ook voldoende, om de algemeene theorie der ponderomoto­
rische werkingen voor gesloten stroomen in overeenstemming te brengen met de 
theorie van AMpÈRE. . 

Werking van een gesloten stroom op een o!"volledig stroomelement: 

46. Door de proeven van Y. ETTINGH.A.USEN, in de inleiding aangehaald, weet 
men met zekerheid dat de resultante der krachten uitgeoefend door een gesloten 
stroom op een onvolledig stroomelement loodrecht staat op dat element; tevens 
volgt uit dezelfde proeven de afwezig'heid van koppels wier as loodrecht zoude 
staan op het element; immers ook zulke koppels zouden zich door eene ver­
plaatsing van het bewegelijk gedeelte van den stroom hebben geopenbaard. 

Wij weten dus dat voor een onvolledig stroomelement de uitdrukkingen (84), 
(88) en (89) identisch nul moeten zijn voor alle waarden van X2, Y2, Z2, W I , w.1f en 6):, 

Wat betreft (84) wordt daartoe vereischt: 

0- G-2Pr 
d.----

r ----= 0 ............... (la2) 
dr 

of, dewijl alle krachtwerkingen op oneindigen afl:ltand ondersteld worden te verdwijnen: 

C-G-2 Pr = 0, ................ {lil} 

welke voorw~arde dan vervuld moet zijn voor de werking van onvolledige elemen­
ten op elkander en voor de werking van een volledig element op een onvolledig 
element. 

47. Uit de voorwaarde (lIl) volgt in verband met (I): 

A2. 
G + P~' = "2 •................ (183) 

r 
en ook: 

2112 

0+ G=-2" ... 
r 

(134) 

Substitueert men deze waarden in (85) en (86), dan zullen deze uitdrukkingen 
door de substitutie (107) niet meer gewijzigd worden. Deze krachten zijn dlI~ 

5 
NATUURK. VERH. DER KONINKL. AKADEMIE. DEEL XX. 
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dan van zelve in overeenstemming met de theorie van AMPÈRE, en het meten 
hunner juiste waarde zal dus geene nieuwe betrekkingen tusschen de onbepaalde 
functiën aan het licht kunnen brengen. 

48. Het koppel (88) geeft, daar het identisch nul moet zyn, aanleiding tot 
de betrekking: 

~
- d (B) d (D) -, 

1 d PIl' r9 '2 l' r2 s 3 (D) 
O=w.r -'-.o/2+-.--:I12.o/2--~d· ?'2+Y2Z~)--2-!l2'+ 

_ r d1' r d1' r r r _~ 

~ 
d (H) ld. (D, ~ 

1 d F I 1 r 2 1 r 2 3 (B) + Wg -. -:112--' --(ti'S + :I12Z21 +-. -- :112,//---:112 + 
r dr l' dr 9 2 r dr II r2 

~
- (H) (lJ)-1 
1 d'-;2 1 d'-;2 

+ Wz • -- + - . -- :112 !/,2 Z2' . • ................... (135) 
r dr r dr " (r - -

Dewijl deze betrekkingen voor iedere waarde van {j),z, (j)!I en mz vervuld moeten­
zyn, zoo is vooreerst: 

cl . (lJ) 1: (H) 
r~ 

--d-1'-- = 0, • . •.......•.•.. (136) 

waaruit dus weder volgt: 

CD) + (B) = O. .• • . • . • • • • . . • • . . • (IV) 

4,9. In de tweede plaats is: 

d. CB) d . (lJ) 
1 d PI 1 1'2 1 1'2 3 ( IJ) 

--'-d .o/2+-·-d-W~.Y2---d-(.9~+.o/2Z~)--" .0/2=0 •• (137) r r r r r l' r~ 

gebruikt men echter de betrekking (IV) om de functie (R) te verdrijven en let 
men op (70), dan voert dit tot de voorwaarde: 

d (lJl 
- (F) + (D) + l' -;;:; = 0, . • ••.•••••.• (138) 

'W.dlke voorwa~rde echter geene nieuwe betrekking tusschen de onbekende functiën 
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invoert, immers substitueert men (1.33) in (H) en elimineert men (R) met behulp 
van (IV), dan wordt uit die reeds bekende betrekkingen de betrekking (138) 
afgeleid. 

De beschouwing van den coëfficiënt van (JJ!I in (135) voert tot dezelfde be­
trekking (138) en levert dus evenmin iets nieuws. 

Eindelijk zal het koppel (89) - zoo als gemakkelijk is in te zien - ten gevolge 
van de betrekkingen (IV) en (138) van zelve verdwijnen. 

50. Ten gevolge van de voorwaarde (IV) wordt het koppel (87) identisch. 
nul. Deze voorwaarde heeft dus de eenvoudige beteekenis dat geen gesloten 
stroom, en blijkens (71) en (62) zeli's geen open stroom of stroomelement, ooit 
op een lineair stroomelement een koppel zal uitoefenen welks as met het lineaire 
element te zamen valt. 

Deze uitkomst séhijnt reeds à priori zoo waarschijnlijk - hoewel ze toch uit 
de wet van symmetrie .. niet af te leiden is en evenmin uit het gedrag van geslo­
ten stroomen - dat men er wellicht geen bezwaar in behoeft te zien ze ook­
voor volledige stroomelementen, waarvoor ze experimenteel niet bewezen is, in 
te voeren als hypothese. 

51. Uit het hier behandelde blijkt voorts dat van proeven aangaande de wer­
king van gesloten stroomen op onvolledige elementen voor de algemeene pondero­
motorische theorie niets meer te wachten is. Zulk een element, dus ook in het 
algemeen ieder gedeelte van een gesloten stroom, zal zich indien er gesloten 
stroomen op werken, juist zoo gedragen als de theorie van AMpÈRE dit verlangt, 
maar daaruit volgt slechts de juistheid der betrekkingen (lil) en (IV). Andere 
gevolgtrekkingen zijn daaruit niet te maken. 

Samenvatting van het behandelde. 

52. Alvorens over te gaan tot de bijzondere hypothesen, die den grondslag uit­
maken der verschillende electrodynamische theoriën, schijnt het ons wenschelijk 
de verkregen resultaten in 't kort samen te vatten. 

a. De algemeene theorie der ponderomotorische krachtwerkingen gaat uit van 
de volgende onderstellingen: 

Eerste hypothese. De ponderomotorische krachten die twee stroomelementen 
op elkaar uitoefenen, zijn evenredig met hunne lengtens en met de stroomsterk­
ten der elektrische stroomen. Zij worden dus tegengesteld zoodra in één der 
beide elementen de stroomrichting omkeert. ' 

Tweede hypothese. Behalve van lengte en stroomsterkte zijn deze krachten 
uitsluitend afhankelijk van de ligging der beide elementen ten opzicht~ van 

5* 
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elkaar zoodat derhalve tusschen de spiegelbeelden der elementen ook de spie­
gelbeelden der krachtwerkingen zullen bestaan. 

Derde hypothese. Men mag de krachtwerkingen van twee elementen vervan­
gen door die tusschen hunne zoogenaamde componenten. 

Vierde hypothese. Alle krachtwerkingen tnsschen stroomelemenren worden in 
I t oneindige nul *. 

Vijfde hypothese. De krachtwerkingen tnsschen gesloten stroomen zyn zooals 
de theorie VRn AMPÈRE ze doet verwachten. De potentiaalwet van F. NEUMANN 
voor gesloten stroomen is dus juist. 

Zesde hypothese. De resultante der krachten uitgeoefend door gesloten stroomen 
op een onvolkomen element staat loodrecht op dat element. Koppels, wier assen 
loodrecht op het element staan, zijn er niet. (Proeven van v. ETTINGHAUSEN). 

b. De algemeene theorie bewijst dan dat de krachtwerkingen van stroom­
elementen (volledig of onvolledig) afhankelijk zijn van zeven functiën van den 
afstaud: 

B,O, (D), E, (P), G, (H) 

Zij voert in do hulpfunctie : 

jrIJ B - G- E + O 
p = r

2 
dr •• ••.••••.••••• (lh) 

r 

c. Uit de krachtwerkingen van gesloten stroomen op elkander volgen nu de 
beide voorwaarden: 

•.••.•.••..• (Ic) 

d(D) 2 A2 
r--(F)-(U)-Gt-Pr +-=0 .......... (TIC) 

dr r 

Geene andere betrekkingen kunnen met mogelijkheid uit de krachtwerkingen 
van gesloten stroomen op elkaar worden afgeleid. 

* Deze hypothese is slechts schijnbaar in strijd met de hypothese van HELMHOLTZ dat tusschen 
stroom einden krachten o.afb.ankelijk vntn den afstand zouden werkzaam zijn. Ieuer stroomelement 
heeft twee stloomeinden en de resulteerende hachten en koppels dezer beide stroomeinden na. 
deren in 't oneindige tot nul. Hierop is door HELMHOLTZ zelve gewezen. CRELLE, Bd. 78. 1874. 
pug. 278. 
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d. Uit de werking van gesloten stroomen op een onvolledig stroomelement 
volgen de beide nieuwe betrekkingen: 

O-G-2Pr=O, ..... 

(D) + (H)=O .. ...... . 

.. (ld) 

. (IId) 

Ándere betrekkingen zullen uit de werking van gesloten stroom en op beweeg­
bare (onvolledige) gedeelten van stroomen niet kunnen worden afgeleid. 

De betrekkingen (Id) en (lId) geven, gecombineerd met (Ic) en (TIc), nog aan­
leiding tot de volgende eenvoudige betrekkingen die dus moeten gelden voor de 
werking van volledige en onvolledige- elementen op onvolledige: 

4.2 
G+Pr=2"' ........ . 

'I' 
..•.. (IIId) 

d(E) 
r-- (F) + (E) = O. . . •• . ......• (IVd) 

dr 

e. Er is eenige reden de betrekking (IF) ook voor volledige stroomelementen 
aan te nemen. 

f. De hypothese der gelijkheid van actie en reactie levert de beide voorwaarden: 

E= Gt •••••••••••••••••••• (lI) 

(H) + CF) =.Er = Gr . •.......•.•... (lIj) 

53. Thans willen wij trachten in het licht der algemeene theorie de verschil­
lende bijzondere theoriën te beschouwen die ontstaan door het toevoegen van 
nieuwe hypothesen aan die op welke de algemeene theorie steunt. 

Wij beginnen met die welke betrekking hebben op de werking van onvolledige 
elementen op elkander. Voor onvolledige elementen zijn tusschen de zeven 
functiën vier betrekkingen bekend, namelijk: (Je), (lIc) , (Id), en (lId) of zoo men 
liever wil (Id), (IF) , (IUd) en (IVd), zoodat nog drie onbepaalde functiën over­
blijven. Wil men ook nog de wet der gelijkheid van actie en reactie aanne­
men dan zou nog slechts ééne onbepaalde functie overblijven, die' eindelijk ge­
heel verdwijnt als men nog aanneemt dat op onvolledige elementen geene koppels 
werkzaam zijn. 

Hypothese van AMPÈRE. 

54. De bijzondere hypothese door AMPÈRE toegevoegd aan de hypothesen der 
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algemeene theorie is deze dat uitsluitend krachten in de verbindingslijn mogelijk 
zijn. Zij onderstelt dus à priori: 

(.D) = 0, 11 = 0, (1') = 0, G = 0, (H) = 0 •••••.•• (189) 

derhalve (JO): 

Uit (Ile) volgt: 

en daarna uit (IC): 

maar uit (140) blijkt: 

en daaruit volgt ~l 

J
«IB+O 

p = ~d'l' ••••• •••••.••••• (140) 

l' 

..1.2 

P = s' ......... · ........ (141) 
'I 

2..1.2 
0= -2-' ........•......... (142) 

'I' 

riP B+O 
-d = - -2- •..•••••..•..••. (148) 

r r 

..1.2 
B = 2' ..........•....... (144) ,. 

Wat volkomen in overeenstemming is met de krachtwerkingen door AMPÈRE 

tusschen twee stro om elementen aangegeven. 
55. Dewijl bij de berekening uit de hypothese van AMPÈRE van de beide 

functiën B en 0 alleen van de voorwaarden (Ic) en (Ile) , afgeleid uit de kracht­
werking van gesloten stroomen op elkander, is gebruik gemaakt, zoo blijkt hier 
op nieuw de juistheid der opmerking van C. NEUMA.NN dat - eenmaal de hy­
pothese van AMPÈRE aangenomen - zijne gansche theorie bewezen kan worden 
uitsluitend uit de krachtwerkingen van gesloten stroomen op elkander. 

Hypothese van GRA.SZMA.NN. 

56. De bijzondere hypothese door GRA.SZMA.NN gekozen, bestaat daarin dat 
alle ponderomotorische krachten loodrecht staan op het element waarop ze wer­
ken. Koppels worden niet aangenomen. 



- 44 -

\\\ \ 
~\ , 
\ 

ALGEMEENE THEORIE DER PONDEROMOTORISOHE KRAOHTEN. 39 

Gaat men de verschillende fundamentaalgevallen na dan volgt uit deze hy­
pothese onmiddellijk: 

B = 0, (D) = 0, E= 0, (F) = 0, (H) = 0 •••••••• (145) 

Voorts moet in § 20, formule (36), de kraoht X identisoh nul zijn. Dit ver­
eisoht - nevens (145) - de voorwaarde: 

C=G, •..... ••••••••••• (146) 

maar dan is (~ie (10»: 

p= ° ................... (147) 

en dan geeft eindelijk de voorwaarde (Ic): 

A2 
0= G = 2' . . . . . . . . . . . . . . . . (148) 

r 

waarmede dan echter ook tevens aan alle betrekkingen geldig voor onvolledige 
elementen is voldaan; zoodat de hypothese van GR.A.SZMANN nu in overeen­
stemming blijkt te zijn met alle waargenomen kraohtwerkingen voor gesloten 
stroomen op elkander of op beweegbare gedeelten van gesloten stroomen~ 

Daarenboven blijkt de hypothese in strijd met (If) dus met de wet van gelijk­
heid van actie en reactie, zooals te verwachten was. 

Hypothese van STEF.A.N. 

57. Reeds .in de inleiding hebben wij opgemerkt dat door STEF.A.N bij zijne 
poging om de theoriën van AMpÈRE en GR.A.SZMANN in eene algemeene theorie 
op te nemen, de hypothese is ingevoerd dat alle ponderomotorische krachten 
omgekeerd evenredig zijn met het vierkant van den afstand. 

Door vergelijking zijner fundamentaalgevallen met de onze, bliJkt dat STEF.A.N 
onderstelt : 

a b d c 
B = 2' G = - 2' .E = 2' G = 2' . . . . ...... (149) 

r 1 r· r 

terwijl door hem op de koppels geen acht is geslagen en deze zelfs indirekt als 
niet bestaande worden beschouwd. Ten einde dus volledige overeenstemming 
met de uitkomsten van STEF.A.N te verkrijgen moet men nog stellen: 

(D)= 0, (F)= 0, (H)= O •••••••••••••• (150) 
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Men vindt nu uit CP): 

J
OO a-o-c-d a-o-c-d 

p= 4. dr= S" ••• 
r 3r 

(151) 
, 

Daarom volgt nu uit (IC) : 

a + 20 - 0 - d = - 3..4.2 • • • • • • • • • • • • • • (152) 

't welk overeenstemt met de formule van STEFAN op pag. 698 van zijne in de 
inleiding geciteerde verhandeling, indien men bedenkt dat bij STEFAN: 

..4.2 = ! 
genomen wordt. 

Op gelijke wijze volgt uit (lIe): 

a-o + 2c -d= 3..4.2 • • • • • • • • • • •• • (153) 

of, optellende bij (152): 

2 a + 0 + c- 2 d = O ••..•.. , ....•.. (154) 

wat ov:reenstemt met STEFAN's formule op pag. 697 zijner verhandeling, welke 
formule daar (zie pag. 718-722) inderdaad is afgeleid uit de koppels die geslo­
ten stroomen op elkander uitoefenen. Daar ter plaatse is die formule echter af­
hankelijk van de hypothese dat tusschen stroom elementen geene richtende koppels 
werkzaam zijn. Zonder de invoering dier hypothese volgt dus eigenlijk uit (TIe): 

d(D) a-b + 2c-d- 3Ll2 2a + IJ + c-2d 
J'Tr-(l)-(H)= r = r .••• (155) 

58. Daarentegen volgt de betrekking (154) onmiddellijk uit (Id) , d. W. z. uit 
het gedrag van een stroomelement onder den invloed van gesloten stroomen. 
Uit (155) zou men dus mogen afleiden: 

1'. d~~) -(F)- (H) = 0; .•••. , .•.•••. (156) 

wat echter reeds overeenstemt met (lYd), lettende op (lId). 
Voor verdere beschouwingen omtrent de eenvoudige ponderomotorische wetten, 

dIe men naast dIe van AMPÈRE en GRASZMANN aannemen kon, verwijzen wij 
naar STEFAN'S verhandeling, pag. 765. 
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59. Wellicht ware het meer rationeel naast de hypothese -van STEFAN, in plaats 
-van de -voorwaarden (150), de onderstelling in te voeren dat de koppelwerkin­
gen alle omgekeerd evenredig waren met de eerste macht -van den afstand, 
derhal-ve: 

e' 
(.1)=-, f' 

(1') =-, 
r 

g' 
(H) = -........... (157) 

'1' r 

In dat geval zoude men uit (Id), (lId), (IUd) en (IVd) geraken tot de be­
trekkmgen : 

a + 2b-c-cZ= -3A2, ............. (158) 

2 a + b + c - 2 rl = 0, . • . . . • . . . . . . . . . (159) 

1'=0, ........................ (160) 

e' + g' = O •••••••••••••••••••••• (161) 

De -voorwaarden (lf) en (IV) - actie gelijk reactie - gaan dan over in: 

rl = c, •..•......•...•..•••..•.. (162) 

f'+g'=CZ=c ..•..... ......•...•. (163) 

Wilde men nu bijv. ook die wet toelaten dan zouden tusschen de zeven. 
constanten: 

a, b, c, d, e', f', g' 

zes betrekkingen bekend zijn. Men zou ze dus allen in ééne, bijv. c, kunnen 
uitdrukken. Dan ware: 

2 A.2-c 
0---

- '1'2 ' 

(.D)=-~, 
~. 

(F)= 0, ' 

• • . . . • . •. . (164) 
c 

(li)= -, 
J' 

wat, zooaJs wij zien zullen, overeenstemt met de theorie -van WAND, echter -voor 
6 

NATUURK. VERR. DER KONINKL A.KADEMIE. DEEL XX. 
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volledige elementen (zie § 72). De krachten werkzaam tusschen een trànsversaal 
en een longitudinaal element zouden dan - dewijl f = 0 en g' = d = c - val­
len langs de lijn van het transversale element. De voorwaarde van 't ontbreken 
van zulke krachten, nam.: 

c = 0 •••••••••••.•.•.••• (165) 

zoude terugvoeren tot de wet van A.MPÈRE. 

Algemeene potentiaaltheQrie. 

60. Thans willen wij de hypothese van HELMHOLTZ invoeren dat de kracht­
werkingen tusschen stroom elementen, evenals die tusschen gesloten stroomen, eene 
potentiaal bezitten. 

Uit de derde hypothese § 52 volgt dan onmiddellijk dat de potentiaal van 
twee elementen gevon~en kan worden door de potentialen der componenten ten 
opzichte van elkander te sommeeren. Wij keeren dus terug tot de fundamentaal­
gevallen. Onder de potentiaal van twee elementen 'Verstaan wij in overeenstem­
ming met HELMHOLTZ * de arbeid die vrijkomt indien beide elementen op on­
eindigen afstand van elkander verwijderd worden. Laten wij die verwijdering 
langs de verbindingslijn plaats hebben dan wordt de potentiaal 'Voor elk der 
fundamentaalgevallen zonder moeite bepaald. Met weglating weder van den factor: 

vindt men: in het eerste fundamentaalgeval (§ 10): 

~fYJ Bclr, •••••••..•.•....• (166) 

r 

in het tweede (§ 11): 

-100 

0 dr, •.•.•...•.......• (167) 

r 

in het derde en vim'de (§ 12 en § 13): 

nul. ...•• (16R) 

* CRELLE, Bd. 72, 18iO, png. 69. 
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Bestaat er derhalve voor stroomelementen eene potentiaal dan moet deze 
worden voorgesteld door de uitdrukking: 

- aas Ol cos O2 [1:1 B d'/' + sin Ol sin O2 a081j f<IJ 0 d'/', • •••••• (169) 

r r 

zooals door ontleding in de fundamentaalgevallen blijkt. Daarbij bezitten 0l' O2 

en r; de beteekenis die omschreven is in § 15. Met behulp van (13) kan de 
potentiaal ook geschreven worden: 

- COSE 100 

0 dr ~ C08 Ol cos O2 100 

(B + C) d?' • •••••.•• (170) 

r r 

61. Lettende op het derde en vierde fundamentaalgeval kunnen wij nu gemak. 
kelijk de overige onbepaalde functiën: I 

(D), E, (F), G, (H), ••.•••......••• (171) 

in B en 0 uitdrukken; immers daar thans de potentiaal bekend is, zoo zijn ook 
alle krachten en koppels bekend. 

Bij eene verandering d 8, dOl, d O2 - waarbij ronveranderd blijve - be-­
draagt de aangroeijing der potentiaal: 

6. == [sin EJoo Cd'/']dE+[sinOl' cos02 joo(B+O)tb']dOl + [C0801Sino21°° (B+G)d'/'Jd02 • • (172) 

r r r 

derhalve moet om deze aangroeijingen te verkrijgen een arbeid b. worden verricht. 
In het derde fundamentaalgeval (§ 12) is: 

• E == 900, O2 == 90° •..•...•.. ~ (173) 

derhalve: 

b. == dE J<IJ 0 d ?', •• • • • • • • • , • • • • • • (174.) 

r 

maar bij 't vergrooten van den hoek 8 behoeft slechts het koppel (D) overwon· 
nen te worden, derhalve: 

(J)) == f~ C dj'. , ••.••... ; •. (175) 

r 

6* 
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In het vierde fundamentaalgeval is, als dBl het transversale element voorstelt, 

E::::: 900, O2 ::::: 00" "., •• ,. (176) 

derhalve is: 

6.::::: dE 1"" Cd?, + dOl jCO(B + C)d?' .. .. , , . , ... (177) 

r r 

Verplaatsen wij nu het transversale element een kleinen afstand 0 in eigen 
richting, dan blijft daarbij E onveranderd, terwijl: 

iJ 
dOl::::: - •• , .••• , ' • , . , •• , ..• (178) 

'I' 

Voor die verplaatsing is dus noodig een arbeid: 

.6. = + - . (B + C) cl r,. . . . . . • , . • . . , (17 H) iJ I"" 
l' 

r 

maar bij die verplaatsing komt uitsluitend de kracht E in werking en men 
vindt dus: 

1 I"" E:::::-- (B+G)dr ........ 
?' 

. , , ... (VlO) 

r 

Draaijen wij het transversale element zoodanig dat E toeneemt met dEl, dan 
neemt tevens Ol af met dezelfde waarde, zoodat : 

tt Ol = - dEJ •• , •• • •••••••••• (181) 

bedenkt men nu dat bij deze draaijing het koppel (F) optreedt, dan vindt men 
zonder moeite: 

(F)::::: - 1"" B cl?', , ••• , , , • , •• , ••• (182) 

r 

:Met behulp van eene oneindig kleine verplaatsing en eene oneindig kleine 
draaijing van het longitudinale element vindt men eindelijk: 

1 I"" G=-; (B+G)dr, . , (188) 

r 
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(0) = - fen Cdr, ••••••••••..••. (184) 

r 

zoodat daarmede de vijf functiën (171) uitgedrukt zijn in B en C. 
62. Kiest men liever de functiën (D) en (F) als de onbepaalde functiën 

waarin de overigen worden uitgedrukt, dan vindt men: 

B = d(F) 
dr 

C = _ d(D) 
cl?' 

\ 

I 
\ 

E = lF)- ClJ) ( .••••••• 

G =( .:....-Ji'~) ~_(lJ--=-) , 

ll= - (D) 

waarbij de potentiaal (170) wordt voorgesteld door: 

- (.D) cos ~-[(.D) - (P)] cos Ol cos O2 

Wat verder betreft de hulpfunctie Puit (1'» blijkt dat hier: 

•.••... (185) 

(186) 

P=JOO[~. dep) _ 2(F) + 2(lJ) _J:.rbl.D)Jdt, ...•.• (187) 
J2 d?' 13 r3 12 d'r 

r 

maar deze integratie is uitvoerbaar en men vindt: 

(F)-(lJ) 
p=- 2 •••.••••••••••••• (188) 

r 

63. De voorwaarden (Je) en (IIr) voeren door substitutie van (185) en (188) 
beiden tot dezelfde betrekking: 

d(IJj. A2 
? - -- (f:i) + (D) + - = 0, . . • .. . •..•. (lH9) 

dr r 

zoodat nog slechts ééne onbepaalde functie overblijft. Is overigens deze voorwaarde 
vervuld, dan geeft de potentiaaltheorie behoorlijk rekenschap van de werkingen 
van gesloten stroomen op elkander. 
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De voorwaarde (lId) is reeds van zelve vervuld; maar de voorwaarde (Id) 
voert tot de betrekking: 

de])~ 
r. Tr-(F) + (P) == 0, ••••••••••••• (190) 

waaruit in verband met (189) volgen zou: 

4== 0, 

maar dan zouden alle krachtwerkingen tusschen gesloten stroomen nul zijn. Dit 
is met de werkelijkheid in strijd en het blijkt dus, dat de krachtwerkîngen tus­
sehen onvolledige elementen geene potentiaal bezitten kunnen *. 

64. Ten einde de overeenkomst van de hier ontwikkelde potentiaaltheorie met 
de meest algemeene t van HELMHOLTZ aan te toonen maken wij gebruik van 
de bekende betrekkingen §: 

J1' 
C08 ()2 = -;-, ........... '(191) 

u82 

~2r ~r tl l' 
COH = - l' JOl J82 - JOl' J82' •••••••••••• (192) 

Voor de potentiaal (186) mogen wij dan schrijven: 

a2 r ~r 01' 
(.D).r.;---;- + (F). -;-. -;- .•••••...•.• (193) 

u 81 u 82 u 81 u 82 

'* Daar bewegelijke gedeelten van een gesloten geleider moeten geacht worden te bestaan uit 
onvolledige elementen zal eene potentiaaltheorie nimmer onmiddellijk rekenschap kunnen geven van 
de klachtwel'kingen op zulke gedeelten van stroomen, clus noch van de proef van VON ETTING­

lIAUSEN § 46, noch van ue bekende l'otatieproeven. RELMHOLTZ wijst dan ook (CltELLE, 78, 
1874, pag. 306) zelve aan de correctiekrachten die in zulke gevallen moeten worden aangebracht. 
Aldaar reg. 8-9 en op pag. 304, reg. 16--19 geeft HELMHOLTZ vrij duidelijk te verstaan hoe 
men door behoorlijke onderscheiding tusschen volledige elementen (met stroomeinden) en onvol· 
ledige (zonder stroomeinden) de theorie der "Gleitstellen" vermijden kan. Deze weg is door ons 
bij 't uiteenzetten der potentiaaltheorie gevolgd. Dat overigens in de "Gleitstellen" niets bijzon­
ders gebeuJ'Cl bewijzen de proeven van ZÖLLNElt. Het bleek mij echter ook niet dat HELMHOLTZ 

aan de correctiekrachten op pag. 306, reg. 8-U in de "Gleitstellen'" aan te brengen, werkelijk 
bestaan toekent. Integendeel de aangehaalde plaatsen getuigen daartegen. 

t CltELLE, 13d. 72. 1870, pag'. 69. 

§ Zie bijv. MAXWELL, a Treatise on Electricity and Magnetismt Vol. TI, pag. 152. 

- ------ ------------------~ . 
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of indien wij uit (189) (F) oplossen: 

82 r (à(lJ) .42) IJr 8'1' (D).,";--;- + r. -à- + (.D) + - ;-:t, ... , . , , (194) 
u 81 u 82 'I' 'I' u SI u 82 

of, gebruik makende van (192): 

-~(JOH+[{(]).1'-.d2} ~ (J2: + {1,.d(~)+{.D)1 :'1'.:1'], .. (195) 
r u 81 u 82 d 1 ~ u 81 u 82 

waarvoor men weder schrijven kan: 

8 [{ (D). r-A2} !!:.] 
~ 8~ 

-- (JOH + ~ , .. , ........ (196) 
'I' 82 

Stelt men nu: 

f {(D). '1'- A2} cf1' = <p, •••••••• , ••••• (197) 

waarin cp eene zekere functie van r voorstelt, dan gaat de potentiaal over in: 

.A2 82 <p 
--;COSE + ij sI 882' ••••••••••••• , . (198) 

(}f eigenlijk, den weggelaten factor neerschrijvende, in: 

[
.A2 82

<p ] 
- - COSE + ~ tI t2 dSl d'~2' ••••••••••• (199) 

r u81 U82 

Men ziet onmiddellijk dat deze uitdrukking voor gesloten stroomen de poten­
tiaaluitdrukking van F. NEUMANN ophlvert, verder dat zij volmaakt overeen­
~temt met de door HELMHOLTZ t. a. p. pag. 72 en 74 opgegeven uitdrukking van 
de meest algemeene potentiaal tusschen stroomelementen. 

65. Uit (197) wordt gevonden: 

.A2 + <p' 
(D) = --, . . ... , .......... (200) 

l' 

daarna volgt uit (189): 

d. (lJ) A2 A2 + 1 <p" 
(1') = (D) + rd-;- + -; = 'I' " •••••••• (201) 
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daarna kan men met behulp van (185) de overige functiën der algemeene po" 
tentiaaltheorie in cp uitgedrukt berekenen. Het blijkt dan dat eenige uitkomst 
door de algemeene theorie verkregen door de volgende substitutiën overgaat in 
de algemeene potentiaaltheorie door HELMHOLTZ aangeduid: 

12 • q/" _ J1.2 

B= 2 ' 'f 

" , rcp -cp 
E=--n-' 

1'" 

A2 + cp' - cp" 'I' 
G= , 

'1'2 

..1.2 + I' cp" 
(F)= , 

'I' 

.d.2 + cp' 
(8)=---, 

'I' 

(D) = ..1.
2 + cp' , 

'f cp:_cpl I 
G = -'1'-2-' ~ •• (202) 

cp' - r cp" , 
p---

- 1,8 ' 

66. De meer bijzondere potentiaaltheorie die door HELMHOLTZ uitvoeriger is 
uitgewerkt en die afhankelijk is van de tweede hypothese t. a. p. op pag. 74 
ingevoerd, wordt uit de algemeene potentiaaltheorie verkregen door de sub­
stitutie: 

I-A: 
cp = - -2- . A.2. IJ' ••••••••••••••• (203) 

en derhalve onmiddellijk uit de algemeene theorie door de substitutiën: 

..1.2 
=l+k .1.2 

(n) = 1 + lc • .1.
2

, B==-z-, 0 
• ,,2 ' , 2- 2. 'I' 

l-k L12 LJ.2 1-& ..12 

E==--'2' (F)=-, G --- ~, •••• (204) 
2. r l' 2. 

l+lc .1. 2 1-1.' A2 
(H)=---.-, P =--2- ,.8 • 2. IJ' 

Krachtwerkingen van p,n op onvolledige elementen volgens de potentiaal­
theorie van HELMHoLTz. 

67. HELMHOLTZ heeft in zijne poten tiaaltheorie niet alleen rekenschap gege­
ven van de werkingen tusschen volledige elementen onderling maar ook van de 
werkingen van volledige op onvolledige, van onvolledige op volledige en van 
onvolledige elementen op elkander. Wij zullen zien hoe hij daarin slechts door 
het invoeren, bewust of onbewust, eener nieuwe hypothese is kunnen slagen, 
Vooraf willen wij eene nieuwe notatie invoeren. 
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Men heeft te onderscheiden vier gevallen : 
1 e. de werking van volledige elementen op volledige, 
2e• de werking van volledige op onvolledige, 
3e• de werking van onvolledige op volledige, 
4e• de werking van onvolledige op onvolledige. 

Bij ieder dezer vier gevallen komen de acht functiën: 

E, C, (.D), E, (F), G, (fJ), P 

vóór. 'fot nu toe bestond er geen gevaar voor misverstand, thans echter be­
hooren wij bij iedere functie de vier gevallen te onderscheiden. Daarom zal 
B IJ • v voorstellen de functie B in het eerste geval, Bv.o dezelfde functie in het 

, tweede, Bo . IJ in het derde, Bo. 0 in het vierde geval. De waarde der functiën 
is in de door HELMHOLTZ uitgewerkte theorie voor het eerste geval reeds opge­
geven. Men heeft namelijk blijkens (204): 

All 
BIJ•v =--2' 

l' 

1-7; A2 
Rfl •IJ =--,-, 

2 f2 

1 + k A2 1 - Ic All ! ---- / ----(JJ)v.v - ., Ev.v - 2 . 2' 
2 r 1" 

, • \:G05) 
l+k A2 I-Ic A2 

(H)vIJ :=---.-, pv•IJ =---'3' 
• 2, r Z r 

. 68. Het is hier de plaats niet om na te gaan op welke wijze HEL~IROL'rZ 
gekomen is tot de werking van volledige elementen op onvolledige *. Slechts 
willen wij opmerken dat in den loop der berekening stilzwijgend de hypothese 
is ingevoerd dat op een onvolledig element geene koppels werkzaam zijn t. 
Zonder die hypothese toch zoude formule (la) op pag. 285 zijner aangehaalde 
verhandeling foutief zijn, dewijl daarbij nog de arbeid door zulke koppels ver­
richt zoude moeten worden gevoegd. Verder wijzen wij op het resultaat pag. 287 
verkregen, dat de kracht werkzaam van een volledig op een onvolledig element 
steeds loodrecht zal staan op het onvolledige element. Daaruit en uit de afwe­
zigheid van koppels blijkt dat de krachtwerking van een volledig op een on­
volledig element volgens de potentiaaltheorie van HELMHOLTZ ic1entisch is met 

* CRELLE, Bd. 78, 1874 pag. 284-287. 

t Het is natuurlijk mijue bedoeling niet de rechtmatigheid dezer hypothese te be~trijrlen. In­
tegendeel ik erken dat met de gangbare opvattingen omtrent het wezen van clen electl'ischen 

stroom koppels werkzaam op onvolledige elementen moeilijk vereenigbaar zijn. Toch blijft het een 
hypothese die afzondl'rlijke vermelding zoude behoeven en wier invoering mij slechts eene niet 
lloodzahlijke beperking der algemeenheiit voorkwam. 

7 
NA'L'UURK. VFHlII. DER KONINKL. AKADI!:MIE. DEEL XX, 
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de krachtwerkingen door GRA.SZMA.NN gevonden, zooals dan ook door HELMROLTZ 

t. a. p. wordt opgemerkt. 
In de potentiaaltheorie is derhalve: 

Bv.o = 0, 

(li')vo= 0, 

A2 
Ov.o= -2' 

l' 

A2 
Gv.o =-;2' 

(n)v.o = 0, 

(H)v.o= 0, 

Ev.o= 0, 
••••••• (206) 

pv.o = 0. 

69. HELMROLTZ erkent de wet van actie en reactie. Wij zullen derhalve 
met behulp van die wet thans ook de werking van een onvolledig op een volle­
dig element kunnen berekenen. Volgens de wet van actie en reactie vindt men 
namelijk, indien men achtereenvolgens de vier fundamentaalgevallen onderzoekt: 

Bo.v = Bv.o, Go.v = Cv.o, Eo.v = Gv.o, Go.v = Ev.o, (n)o.v = (D)v.o, I .. (207) 

(F)o.v + (H)v.u = Gv.o . r = Eo.v. 1', (fi'lv.o + (H/o.v = Go.v • l' = Ev.o. l' \ 

Daaruit volgt: 

Bo.'/, = 0, 

A2 
(F)o.v= -, 

r 

A2 
00 ' 11 =-2 ' 

7' 

60 • v= 0, 

(.D)o.v ' 0, 
A2 1 Eo. 'I) == "2' 
r •••••.. (20S) 

Po.v == 0 (l:1)o.v = 0, 

Op een volledig element werken dus wel degelijk koppels. De uitdrukkingen 
(208) voldoen naar behoOl'en aan (Ic) en (Ile). Ze voldoet ook aan (IId), maar 
niet aan (Id). Dit behoeft ook niet, want de krachtwerkingen van een gesloten 
stroom op een volledig element zijn onbekend. 

70. Voor de werking tusschen onvolledige elementen vindt HELMHOLTZ de 
wet van AMPÈRE, derhalve: 

AS 
Bo.o= ----;;-, 

1'''' 

(F)o.o= 0, 

2A2 
00 • 0 = -0 , 

7'~ 

Go 0 = 0, 

(J))o.o = 0, 

(Jl)o.o = 0, 

Bo.o = 0, ~\. 
.....• (209) 

A2 
Poo=s r 

Door de substituties (205), (206), (208) en (209) is men derhalve in staat 
ieder met de algemeene theorie verkregen resultaat onmiddellijk om te zetten in 
de potentiaaltheorie van HELlIIHoL'rz. 

71. Wenscht men de krachtwerkingen die in deze potentiaaltheorie tussehell 
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volkomen elementen worden aangenomen, verder te ontleden, dan kan men on­
derscheiden 1 e de vereenigde werking der beide stroomeinden van een volledig 
element op een onvolledig stroomelement. Men vindt: 

(F)v.o-(P)o.o= 0, 

.A 2 

Gv.o- Go 0= - 2' (.D)v.o-(.D)o.o = 0, 
r 

..A2 

Gv.o-Go.o = 2' (H!v.o-(li)o 0=0, 
l' 

2e de werking van een onvolledig stroomelement op de stroomeinden van een 
volledig: 

..A 2 

Bo.v-Bo 0=--2 ' 
l' 

..A2 

(F)o.v-(F)o.o=-, 
l' 

3e de werking van de beide stroomeinden van een volledig stroomelement op 
de stroomeinden van een ander volledig element. Daarvoor vindt men: 

1 -+ k ..All \ 
Ev.v - Bv.o - Bo.v + Bo.o = 0, Gv.v-Gv.o - Co.v+ Uo.o= -~- • --", l 

Jo r'" 

l+k A2 "l+k A2 
(D)vv-(D)v.o-(D)0.v+(D)0.o=2·-;' Ev.v-Ev.o-Eo.v+Eo.o=-T· r2 ' 

l+k A2 .. (212) 
(F)v.v-(Ji')v.o-(F)o:v + (F)o.o = 0, G1IV-Gvo-Go.v+Goo=--2-· ?2 '\ 

1+kA.2 1+kA2 
(H)v.v-(H)v.o-(Hvo)+(H)0.0=--2-·-;' Pv.v-Pvo- Po.v+ Po.o=-2-·-;S' 

4e de werking der onvolledige elementen op elkander. Deze is reeds aange­
geven (209). 

De krachtwerkingen (210), (211) en (212) kan men ook afleiden uit de door 
HELMHOLTZ t. a. p. pag. 291 en 292 opgegeven krachten werkzaam tusschen 
stroomeinden en stroomelementen. Inderdaad worden op die wijze dezelfde uit­
komsten verkregen en dit is de proef op de som dat de potentiaaltheorie van 
HELMHOLTZ door de formules (205), (206), (208) en (209) juist wordt weergegeven. 
De berekeningen zijn gemakkelijk te verrichten, waartoe men slechts de vier 
fundamentaalgevallen ieder afzonderlijk te beschouwen heeft. 

7* 
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Theorie van WAND. 

72. Door TH. W A.ND * is eene theorie voor de electrodynamische werkingen 
vastgesteld, waarbij tusschen onvolledige stroomelementen de krachtwerkingen 
van AMPÈRE worden aangenomen. Krachtwerkingen tusschen stroomeinden en 
onvolledige stroomelementen worden niet toegelaten, daarentegen wordt onder­
steld dat twee stroomeinden waar gel:gksoortige electriciteit tot rust komt elkaar 
afstooten met een kracht gelijk aan: 

C' AZ tI t2 •••••••••••••••••• (213) 

dus onafhankelijk van den afstand. 
Dewijl HELMHOLTZ tusschen twee dergelijke stroomeinden eene aantrekkende 

kracht: 

1~k'A2tlt2"""""""'" (214) 

onderstelt, zoo zal men de W AND'sche krachtwerkingen tusschen de vier stroom­

einden van twee volledige elementen kunnen vinden door in (212) overal: 1 ~ k 

te vervangen door - c'. Telt men deze krachtwerkingen op bij die van AMPÈRE 

(209), dan vindt men de krachtwerkingen tusschen twee volledige elementen 
volgens de theorie van WAND, nam.: 

(F) = 0, 
A2 () = 0'-;;:, 

A2 
(D)v.v=-~'. 7' 

A2 
(II) = r,'-, 

1 

E=o'. A;, ~ 
1 AZ'" (~J5) 

P =(l-c)-;3 

Dewijl stroomeinden niet op onvolledige stroomelementen werken zijn de kraC'ht­
werkingen tnsschen volledige en onvolledige elementeu gelijk aan die tusschen on­
volledige. 

De kracht werkingen (215) voldoen ook aan (Id) en mogen dus ook tusschen 
onvolledige stroomelementen aangenomen worden, indien men ten minste daar· 
tusschen koppelwerkingen toelaten wil. Inderdaad stemmen ze overeen met die 
van § 59, form. (164), zooals blijkt door de substitutie: 

c = C' A2 • .•...••.•.•••.•••• (216) 

• Rep. der expe~·im. Phys. BlI. JO. 1874. 
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De electrodynamische theoriën van WEBER en CLAUSIUS. 

73. De theorie van WEBER voert - zooals bekend is - voor onvolledige 
stroomelementen tot de wetten van .A."MPÈRE. Het zal noodig zijn te onderzoeken 
welke krachtwerkingen die theorie voor volledige stroomelementen aangeeft. Een 
volledig element onderscheidt zich van een onvolledig door de aanwezigheid van 
twee stroomeinden waar electriciteit plotseling tot rust komt. Wij zullen dus 
moeten beginnen met na' te gaan de krachtwerking van twee electrische mole­
culen el en e2 op elkaar waarvan één of die beiden in uiterst korten tijd 7: tot 
rust komen. Het is duidelijk dat die krachtwerking een zeer korten tijd zal 
aanhouden maar zeer groot zal zijn - dus een stootwerking of impulsie. Ge­
durende den tijd dat ze werkt zal ze de krachtwerking die een gevolg is van 
de snelheid der electrische moleculen verre overtreffen, zooqat deze buiten reke­
ning mag worden gelaten en voor de kracht: 

zal mogen geschreven worden: 

l, el e2 2 d2 7' 

-".- • r12 • ti t2' ••••••••••••• : • , (218) 

:Nu verbindt WEBER aan zijne wet de hypothese dat een electrische stroom 
bestaat uit gelijke hoeveelheden positieve en negatieve electriciteit die in tegen­
gestelde richtingen stroomen, zoodat overal de som der absolute hoeveelheden 
constant blijft. Bovendien heeft CLAUSIUS aangetoond * dat zonder deze hypo­
these de wet van WEBER tot onjuiste gevolgtrekkingen voert. 

G t . . . f I dr aa nu eemg pOSItIe molecuu e2 van d t == v in zeer korten tijd over 

dr 
tot dt = 0 dan is er een snelheidsverlies v, dus een gemiddelde versnelling 

-derhalve een kracht: 

kc] 1'2 2 f) 

---'2.-....... , ......... (;2.JH) 
'I' Cl 7: 

dr 
Terzelfder tijd ec~ter gaat een negatief molecuul (- eQ) over van dt = 0 tot 

• CI~ELLE. Bd. 82, 1877, pag. 89. 
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d')' v 
d t = - v, dus op nieuw een sneTheidsverlies v, dus een. versnelling -:;, en 

een kracht: 

.•••••• , , (220) 

Beide krachten heffen elkander echter op zoodat dus volgens de wet van 
WEBER volledige elementen geene andere ponderomotorische krachten uitoefenen 
dan onvolledige, dus beiden die van ÄMPÈRE. 

74. OL.A.USIUS laat bij het opstellen zijner algemeene electrodynamische wet * 
uitdrukkelijk de hypothese "fan WEBER los, Wij zullen zien dat zulks aanlei­
ding geeft tot ponderomotorische krachten evenredig niet alleen met de intensi­
teit van het stroomeind, maar ook met de dichtheid der electriciteit in het punt 
waarop ze werken, zoodat dus stroomeiRden electrisch geladen lichamen zouden 
aantrekken of afstooten. 

Volgens de wet van OL.A.USIUS zal voor de krachtwerking van plotseling tot 
- mst komende electriciteit moeten geschreven wOl'den: 

ti}, dflJ2 

'I' dt 
X = - k 81 82 -a-t- , , ......... ' .. (221) 

waarin a:: de ontbondene der snelheid van e2 volgens de X-as voorstelt. Bij 

overgang in den tijd 7: van de snelheid U'2 tot nul is derhalve: 

_ keI 82 ~ 
X _ •. 0 •••••• 0 •••• , ••• (222) 

'I' 7: 

Is nu ft' '2 de intensiteit van den positieven stroom, dan is op ieder oógenblik 
een quantiteit t'27: bezig tot rust te komen, zoodat men dus moet substitueeren 
e2 = t'27:, dus: / 

r Ic el L'2 I 
X = -- .162" ••• , •••••••••• 0 (223) 

l' 

Als n~ de !1egatieve electrJciteit die zich in het stroomeind in beweging zet, een 
snelheid - U"2 en een intensiteit t"2 bezit, dan voegt zich hieraan toe de kracht: 

X Ic el t"2 " =---.'u2'············· . • (224) 
'I' 

'" CREI,LE, Bu. 82, 1877, pag, 85, POGG" Anno N. F. Bd. J I 1877, pag. 18. 

./, 
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derhalve te zamen: 

Laat men de hypothese van WEBER toe, dan is 

en de krachtwerking valt weg. Doet men dit niet en is er in het punt waarop 
de kracht werkt geen vrije electriciteit, dan valt evenzeer de krachtwerking weg. 
Is er echter een overschot Q1 van positieve electriciteit, dan is: 

.•• (227) 

-of volgens de hypothese van C. NEmrANN dat 1i'2 = 0: 

•.......•. (228) 

Afgezien echter van zulke kracht werkingen evenredig met de dichtheid, geeft ook 
de theorie van CLA.USIUS voor volkomen en onvolkomen stroomelementen dezelfde 
krachtwerkingen, namelijk die van GRASZMANN. 

De invloed der diëlectrische polarisatie. 

75. Het is duidelijk dat het bestaan eener diëlectrische polarisatie aan onze 
formules geen schade doet zoolang men althans aanneE'mt dat, ook wat de diëlec­
trische polarisatie betreft, de werking dol' verschillende elementen van een elec­
trischen stroom onafhankelijk is van elkander en dus de werking van een open 
of gesloten stroom gelijk is aan de som der werkingen zijner elementen. Denken 
wij ons dan zulk een element met het omringende homogeene diëlectrische medium 
dan zullen èn de krachtwerking' van het element alléén èn ook df' krachtwerking 
van het element plus die der stroomen in het medium door het element veroor­
zaakt, moeten gehoorzamen aan dezelfde wetten van symmetrie die toegepast zijn 
in de vier fundamentaalgevallen. Natuurlijk zullen echter de functiën B, C, CD), 
E, CF), G, (H) verschillende waarden verkrijgen naar gelang men de diëlectrische 
polarisatie-stroomen medetelt of niet. Zoo zouden bijv. tusschen de enkele elemen­
ten de wet van AMPÈRE, tusschen een element plus zijne c1iëlectrische polarisatie­
stroomen en een ander element de wet van GRASZ~IANN kunnen gelden. 

Natuurlijk hebben wij daarbij volledige elementen op 't oog. 
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Stootwerking eener statische ontlading. 

76. Wordt een der stroom en vervangen door eene statische ontlading dan zal 
men niet meer de krachten en koppels zelve, maar hunne impulsies te bereke­
nen hebben. In plaats van: 

bijv. : 
. (229) 

f 'l t2 X dSl d82 dt, .•..•••••••.••. (230) 

maar dewijl ll, X, dSl en dS2 van den tijd onafhankelijk zijn, zoo zal men 
mogen schrijven 

t} X dSl d82 f t2 dt, ••••••••••••••• (231) 

maar nu is 

r '2 d t = q, • • • . . • • • • • • . . •... (232) 

waarin q de hoeveelheid electriciteit der ontlading voorstelt. De impulsie wordt dus: 

tl q X d8l d82" •••• , ••••••••••• (233) 

De impulsies der statische ontlading worden dus afgeleid uit de krachten en 
koppels werkzaam tusschen electrische stroomen door de substitutie 

t2 = q .•.•••.•• , .•••••••• (234) 

en het is juist de uiterste geringe waarde van q voor eene krachtige statische 
ontlading in vergelijking met de waarde van l2 van een zwakke galvanische 
stroom die de moeilijkheid uitmaakt van het bepalen der krachtwerkingen van 
open stroomen, resp. statische ontladingen. 

Breda, 29 December 1878. 

Naschrift. In de Wien. Ber. van Oktober 1878 komt voor eene verhandeling van MAll.GULES waarin 
ae mogelijkheid van koppelwerkingen tusschen stroomelementen aangenomen wordt. Daarbij is 
echter over 't hoofd gezien de koppelwerking (D) van het dercle fundamentaalgeval. Voert men 
iu onze formules (IId) en (rVd) de - als men eenmaal koppelwerkingen toelaat - voorzeker on­
gerechtvaardigde hypothese (D) = 0 in, clan blijkt onmiddellijk: 

m) = 0, CF) = 0 
welk resultaat clan ook eloor MAll.Gl1LES is verkregen en samengevat in de bewoordingen: »Wenn 
Transversalkrafte angenommen werden, so konnen sie nur in den afficirten Elementen selbst angreifen." 
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EENIGE OPMERKINGEN 
NAAR 

AANLEIDING VAN DE ALGEMEENE THEORIE 

DER 

PONDEROMOTORISCHE KRACHTEN 
VAN Dr. D. J. KORTEWEG. 

DOOR 

J. D. V AN DER WAALS. 

§ 1. In bovengenoemden arbeid worden door den schrijver voor de algemeene 
werking van twee stroomelementen op elkander in rekening gebracht 7 onbe­
kende functiën van den aflltand, nam. 4 krachten B, 0, E en G en 3 koppels 
CD), CF) en (R), waartusschen, zooals hij aantoont, 2 betrekkingen bestaan 
moeten, ingeval wij als door de ervaring' bewezen aannemen, dat de formulen 
van AMPÈRE voor de werking van gesloten stroomen op elkander geheel met 
de waarheid overeenkomen, terwijl nog 2 andere betrekkingen gevonden worden 
als wij eveneens als door de ervaring bewezen mogen aannemen, dat een ge­
sloten stroom op een onvolledig stroomelement slechts een kracht uitoefent lood­
recht op dat element. 

Om tot deze 4 betrekkingen te geraken, berekent de schrijver de werking van 
oneindig kleine stroomen op elkander en op een stroomelement. Het kwam mij 
voor, dat daar de proeven genomen worden met stroomen van eindige afmetin­
gen, het natuurlijker zou zijn de 4 genoemde betrekkingen af te leiden uit de 
werking van gesloten stroomen van eindige afmetingen. Het bleek mij alras, dat 

q 

NATUUll K. VERH. DElt KONINKL. AKADEMIE. DEEL XX. 
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die werking niet, zooals ik eerst vreesde, door zeer ingewikkelde formulen uit­
gedrukt wordt, maar onder zulken eenvoudigen en symmetrischen vorm kan ge­
bracht worden, dat ik, zelfs al verschilt men met mijn opvatting omtrent de 
meerdere natuurlijkheid der methode, het als niet overbodig beschouw deze for­
muIen voor de werking van gesloten stroomen op elkander weder te geven. Ik 
zal mij daarbij zooveel mogelijk aansluiten aan de notaties van de verhandeling 
van Dr. D. J. KORTEWEG. 

§ 2. Uit de formulen (74) enz. van § 30 der genoemde verhandeling volgt 
voor de werking van een gesloten stroom op een anderen gesloten stroom, waar­
van men de elementen dan natuurlijk willekeurig geplaatst moet denken: 

{b jao-pr JO fa G + Pr X = } drol --'1'- (X2 - Xl) dX2 - dXI --r- (X2- XI) dX2 

bal; a 

-l- jÓ rlYh fa 0 l' Pr (X2-.TI) d!12 _ JO dYI fa G ~ Pr (o9'2-,n) dX2 

bal; a 

+ 1b 
dZI fao r Fr (x2- xI)dz2 - Jó dZI fa G ~ Pr (Z2- Z1) dx2" ••••• (1) 

iJ a 11 ft 

Door letterverschuiving vindt men de waarden der formulen (2) en (3) voor 
Yen Z. 

d . 0 - Pr k b" Ik d d Voegt men nu e termen van (1), waarm -- voor omt :g e an er, an 
r 

verkrijgt men: 

fb Ja o 
r Pl'(X2-:!lI) (dXl dx2 + d!ll rlY/2 + dzl dz2), •••••• (4) 

b a 

terwijl de overige termen opleveren: 

Jbfa G + pr 
- --'1'- dxd(X2-Xl)dxl +Co/2-YI)dYl + (z2-$1)dz1]·· 

b (/ 

Neemt men nu in aanmerking, dat 

1,2 ::::: l.T2 - xl )2 -/- (09'2 - l/I)2 + (Z2 - Z1l2. 

ar 
l' -;- ::::: - (X2 - :!ll)' 

u Xl 

• (5) 
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en 

dan kan (4) aldus geschreven worden: 

en (5) aldus: 

Bijgevolg is 

J
IJ fa J r fIJ fa 6 r 

X= - (O-Pr) JXl dSl d8~ COSE - - (0 + pr) <lBI dSI dx~. 
b a b a 

Neemt men nu een functie (M) van r zoodanig aan, dat 

dM= -(O-Pr)dr 

en een andere (N), zoodat 

dN= -(G + Pr)dr, 

dan WOl'dt X van den volgenden vorm: 

Evenzoo zal men vinden 

8* 
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en 

Maar aangezien fb! ~ d SI = 0 is, vereenvoudigen de waarden van X, Yen Z 
b 

zich tot 

Jo fa cJlI! 
y= ~Yl cos E dS1 d821 •••••••••••••• (7) 

b a 

fb fa ~ 7J1 
Z = . ~ Zl cos E d SI d 82' • • • • • • • • • • • • • • (8) 

o a 

§ 3. Vergelijkt men deze uitkomsten met die, welke uit de theorie van AMPÈRE 
volgen (men zie bijv. BEER Elect1'ostatik und Electrodynamik, pag. 259), dan 

A2 
ziet men, dat door .Zll = - te stellen een betrekking zal gevonden worden tus-

l' 

schen enkele der onbekende functiën, die, als zij vervuld is, rekenschap kan 
g'even van de werking van gesloten stroomen op elkander. Deze betrekking 
geeft dus 

A2 
C - P1' = + 2' ...... , .... , ..... (9) 

l' 

lVlaar aang'ezien men uit de gelijkheid van de waarde van bepaalde integralen 
tusschen gegeven grenzen niet besluiten mag tot de gelijkheid der functiën, die 
onder het integraalteeken voorkomen, doet zich de vraag voor of de betrekking (9) 
behalve voldoende ook noodzakelijk is. 

Bedenkt men echter, dat de integratie niet alleen tusschen bepaalde grenzen 
maar langs geheel willekeurig geplaatste krommen Flteeds dezelfde uitkomsten 
zal moeten geven, dan wordt de noodwendighfid der vergeHjking (9) licht inge­
zien. Men kan ze daarenboven op de volgende wijze streng bewUzen. Ingeyal 

A2 
nam. C - P r ~ ;2 is, zal het verschil slechts een functie van l' kunnen zijn, bijv. 
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fP (r) en zal f f per) 8
8
:} ds} dS2 coss langs alle willekeurig geplaatste krommen 

geïntegreerd = 0 moeten zijn. 
Nu is het mogelijk twee krommen zoo te plaatsen, dat ten minste voor dien 

stand geen functie van r de dubbele integratie gelijk nul kan maken. 
Stellen wij bijv. twee cirkelvormige stroomen met gelijken straal beschreven in 

vlakken evenwijdig aan het Y Z-vlak, zoodat de lijn, die de middelpunten verbindt 

loodrecht op deze vlakken staat, zoeken wij dan de waarde van flJ IJ. ~) d S2 cos ê voor 

lJ 
een willekeurig element van den eersten stroom, dan zal zoo deze integraal een 

waarde < 0 heeft, de waar?e van den dubbelen integraal 2 'Tl: R (aJ2-Xl) maal 

deze waarde zijn. 

Alleen dus als f" cp ;r) dS2 cos ê = 0 is, zal fa jÓ ds} dS2 cos ê cp (r) :~ = 0 kun-

b a Ó 

nen zijn, en omgekeerd. Maar daar dS2 cos IJ de projectie is van elk element van den 

tweeden stroom op het gekozen element van den eersten en dus r dS2 cos ê = 0 
b 

. I Jó cp (r) d . t l"k Ik" d d 't' t IS, za -1'- S2 cos ê me ge :g nu unnen zUn, aar e pOSI leve ermen 
Ó 

van fb dS2 cos ê allen met een, hetzij grooteren, hetzij kleineren factor vermenig-

ó 

vuldigd moeten worden dan de negatieve; deze laatsten zijn toch allen op een 
hetzij kleineren, hetzij grooteren afstand van het element dSI dan de eersten. 
Zelfs een functie van r, die bij eene willekeurige periode zou af- of toenemen, 
kan niet voldoen, daar de grootte des cirkels zoo gekozen kan worden, dat alle 
afstanden tot ds} binnen de grenzen vallen, waarin cp (1'.) of afnemende of toene-

mende wezen zou. Alleen q;(r) gelijk aan een constante zou voldoen kunnen, maar 
r 

dat die constante gelijk 0 moet zijn volgt uit de hypothese, dat de krachtwerking 
op oneindigen afstand verdwijnt. 

§ 4. Gaan wij nu over tot de berekening voor eindige gesloten stroom en van 
de componenten van het koppel, dat uit de koppelwerking tusschen de elemen­
ten voortkomt. 

Uit de formulen (77), (78) en (79) van § 30 van KORTEWEG'S verhande­
ling volgt: 
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Door letterverschuiving vindt men (Y) en (Z) als formule (11) en (12). 
V oegt men de termen bijeen, waarin (F1) voorkomt, dan vindt men: 

fÓ fa (PI) (dYI dz2-àzl à/h)' •.•••.••.•••• (13) 

o a 

Voegt men de termen bijeen, waarin (B) voorkomt, dan vindt men: 

waarvoor geschreven kan worden: 

fb r (; X - ::1 d8d(Z2-ZI)d.r2-(lJ2-YI)àz~.} • .••••• (14) 

b a 

Voert men een functie (Hl) in, die tot (B) in gelijke betrekking staat, als CFl ) 

tot (F), zoodat : 

à ,Hl) = _ (9) d 'I' 
'I' 

dan wordt (14) aldus geschreven: 

jbja J(Hl) 
~d8l {(Z2-ZI)dY2-(Y2-.rl)dz2}, •.•.•••• (15) 

IJ a 
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waarvoor na partiëele integratiën gevonden wordt: 

- Jó fa (Hl) (aYI dzs-dzld!/s) . •.•.•.••.••• (16) 

ó a 

Voegt men de termen eindelijk bijeen, waarin (D) voorkomt, dan vindt men: 

aYI' dY2· •..••• ·· (17) 

Substitueert men in (17) voor (xs - XI)S de waarde: rS-(Ys-Yl)2- (Z2-Zlr~ 

-en schrijft men voor (X2 - Xl) dXl de waarde: 

en evenzoo : 

~'/" 
(IV2 - IVI) dlVl = -'/"-;- dsl - (Y2-Yl) dYl- (ZS- ZOI) dZl 

uSl 

dan valt (17) in de volgende 3 deelen uiteen: 

l,r (Dl (<I y, de,. - dz, d 9.l, • • . . • • . • . . .••.•••••.• <al 

voert men nu een functie (Dl) in, zoodanig weder dat d (Dl) = - (D) dr, dan 
r 

worden (b) en (c): 

flJ fa cl (.Dl) 
~aSl {(Z2-Z1)dY2-(~2-j'l)dz2}" •••••••.••. (d) 

11 a 
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Na partieele integratie worden (d) en (e) beiden: 

- JIJ ja (.Dl) {dYl dz2-dzl dY2}' ••• , .••••••••.•••• (f) 

lJ a 

Bijgevolg komt (X) onder den "Volgenden vorm: 

JIJ fa [(F]) - (Hl) + (D) - 2 (Dl)] (itYl dzz-dzl d?/2)1' ••••• JlS) 

1:1 a 

waaruit men door letterverschuiving formule (19) en (20) voor (Y) en (Z) vindt. 
§ 5. De verplaatsing der krachten in den oorsprong brengt nog de volgende 

koppels voort, waarvan de componente volgens de X-as .:E (Z Yl - Y Zl) onder 
den volgenden vorm komt: 

Door partieele integratie wordt het laatste gedeelte van (21) gelijk aan: 

+ Jó fa N(dYl dzz-dz1 dY2)' 

IJ a 

Voegt men dit koppel bij dat der vorige paragraaf, dan vindt men: 

(X = r r a.,d',,,,,[y,::, -'l::'} r r [(F,)-(E, l+(lJ)-2(lJ,)+(N)](d"d .. -dz,dti,)· . (22) 

Door letterverschuiving volgen (23) en (24) voor (Y) en (Z). 
§ 6. Vergelijkt men nu deze uitkomst met die uit de theorie van AMPÈRE. 

verkregen, dan blijkt weder, dat door: 

te stellen een betrekking gevonden wordt, die de algemeene theorie in over-

5_ 'F57 
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eenstemmiug met de ervaring brengt. Door differentiatie wordt deze betrek­
king: 

(]i') (Hl d(JJ) (D) A2 - - +- + - +2- -(G+Pr)+-=O. 
r l' (/,r l' '1"2 

Na deeling door r is dit de tweede betrekking door KORTEWEG gevonden. 
Weder kan de vraag gesteld worden of de betrekking (25) noodwendig is. Is 
zij niet vervuld, dan moet een functie van Cr) bestaan, die ten allen tijde, hoe 
ook de twee stroomen ten opzichte van elkander staan. 

fO fa q,(r) (dy1dz'},-dz1rl!J'},) = 0 

IJ I{ 

maakt, en niet alleen deze integraal; maar ook de anderen, die door letter ver­
schuiving er van afgeleid kunnen worden. Stelt men nu twee rechthoekige 
stroomen, de een in het x z·vlak, met een zijde samenvallende met de x-as, de 
tweede in het x y-vlak met een zijde evenwijdig aan de x·as, maar die zijde zoo 
ver verschoven, dat de abscis van haar uiteinde dezelfde is als die van het 
midden der met de .IJ-as samenvallende zijde, dan heeft men reeds een geval, 
waaruit blijkt, dat geen functie van r aan de bovenonderstelde voorwaarde vol­
doen kan, en dat dus de betrekking (21) noodzakelijk is. Een constante, al kon 
die toegelaten worden, zou door de differentiatie toch wegvallen. 

§ 7. De voorwaal'de, dat de kracht, door een gesloten stroom op een onvolledig 
element uitgeoefend, loodrecht op dat element staat, geeft een nieuwe betrekking 
tusschen de 7 onbekende functiën. De ontbondene der kracht, volgens de rich­
ting van het element moet dan = 0 zijn, of: 

Deze ontbondene laat zich onder de volgende gedaante brengen: 

De betrekking 0 - Pr = G + P1" voldoet aan de voorwaarde, dat deze 
ontbondene nul zij, en daar voor eIken willekeurigen stroom de laatste inte­
gTaal gelijk nul moet zijn, is deze betrekking ook noodzakelijk. Men kan zich 
daarvan overtuigen door bijv. het element dS1 evenwijdig aan de x-as geplaatst 
te denken, en den stroom zoodanig te kiezen, dat voor twee punten, die dezelfde 

9 
NATUUItK. VEU.H. DER KONINKL. AKADhlMIE. DEEL XX. 

I 
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abscis X2 hebben, de afstand van het punt op den tak, waarvoor dS2 cos E po­
sitief is, steeds grooter is dan voor dat, waarvoor dS2 cos ê negatief is. 

Vergelijking (26) nam. wordt bij deze plaatsing van het element gelijk aan: 

r
ac-a-2 Pr 

ti Xl r • (X2- Xl) cl X2' 

a 

Is nu voor gelijke waarden van X2 voor het eene element, waarvoor d X2 po· 

.. f' C - G - 2 Pr ddt b" d . f' d k d eItje IS, l' > an voor a, waar:g X2 negatIe IS, an an e 

I . I' l"k 0 ./. C - G - 2 P r l"k k ges oten mtegraa met ge:g aan z:gn. ge :g aan een on-
r 

stante zou kunnen voldoen, maar zonder nader onderzoek of ook in het alge­
meen geval deze waarde zou kunnen voldoen, volgt uit de hypothese, dat de 
kracht op oneindigen afstand, gelijk nul zij, ook dat deze konstante gelijk nul 
moet zijn, gelijk uit de volgende vergelijking licht is in te zien. 

C-G 
--+2P=K. 

r 

voor r = 00 is 0 en G en P = 0 en dus moet ook K = 0 zijn. 
§. 8. Wat eindelijk de 4de betrekking aangaat, Çlie kan uit de voorwaarde 

dat de as der electrische koppel-werking geen componente loodrecht op het element 
hebbe, evenzeer gevonden worden zonder tot elementaire gesloten stroomen zijn 
toevlucht te nemen. Deze voorwaarde brengt mede, dat, als het element even­
wijdig aan de y- of z-as geplaatst is, of: 

J
a(DI 

- -;2(a'2-XI)(Z2-Z1)d,v2=O .•.••.•.•.••••........ (27) 

a 

of: 

fa [(R) (IJ) ] fa (H) 
(FI )---;2 (Z2- Z1)2 + -;:2(X2-:VI)2 rt!J2 + -;:2(Z2- ZI)(Y2--.h)dz2 -

a a 

- fa(~) (?!2-YI)(,v2-aJl) rlw2 == 0 ....................... (~g) 
a 

voor eIken gesloten stroom. 
I 
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Wij kunnen (27) I aldus schrijven: 

De factor vàn (~) valt door de substitutie: 
r 

en: 

in de volgende 3 deelen uiteen: 

,,2, .•••..••••..•...•••..•.•.... (a) 

~" , 
- r-;- ds'}, (z2~Zl) •.•.••.•••••••.••• (h) 

u 82 

en: 

I 
Y2 - 1/1' d.7J2 ! 

-~ (12 -,'lJl) _7

Zn 
•••••••••••••.• (c) 

z2-z1' u. '" 

zoodat (27) onder den volgenden vorm komt: 

j a[(FI)+(D)-{DI)]dZ2-ja(H)!([))(Y2- 1I1) 1.tI2-!ll' d!12 I=o .... (29) 

a a Z2 - Zl' d z2 

en (28) onder de volgende gedaante: 

fa [,Fl) + (D) _ (Dl)] cZY2 _ fa (H) -~ (IJ) {z'}, _ Zl) 1 Z2 - 2'1' d Z21 = 0 •••. (30) 
" 112 - .rl, d.r2 

Q a 

Deze betrekkingen zijn vervuld als (H) + (D) = 0 en (Fl ) + (D) - (Dl) = 0 
zijn, en. dat zij noodzakelijk gelijk nul moeten zijn, kan weder blijken als men 
den stroom een bepaalden stand geeft. Stelt men bijv. een stroom in een vlak 

9* 
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evenwijdig aan het X Y-vlak, zoodat d 102 = ° is, dan volgt uit (29) dat voor 
alle stroomen evenwijdig aan het X Y-vlak: 

fa (H) + (D) 
1'2 (Y2 - 3'1) d.?J9 = 0 

a 

moet zijn. Hieraan kan niet. voldaan worden, tenzij(B)~ CD) = constante 
. r 

genomen worden. Maar CH) en (D) hebben voor r = 00 de waarde 0, en dus de 
constante kan alleen nul zijn. Is (H) + (D) = 0, dan moet ook CF1) + (D) - (Dl) = 
constante zijn, of 

(fi) d(D) (Dj --+-+-=0. 
r dr r· . 

Dit is evenwel geen nieuwe betrekking, maar volgt uit de tweede betrekking', 
en omgekeerd, zoodat het onderzoek naar het koppel, dat een· gesloten stroom 
op een gesloten stroom uitoefent, had kunnen achterwege blijven; ten minste, 
wat de uitkomst aangaat voor onvolledige elementen. 

Amsterdam, Januari 1879. 
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