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Form des Operators 

SJ - (- �B�~� + Al]) ( A �a�~� + B �a�~� ) 

SJ = (- �B�~� + A1])2 (3) 

Bei dieser Feststellung wird SJ Q21 vom selben Grad in �~� und 1] wie 
Q*21' in �~�*� und 1]* und darf man sich bei der Integration auf (1) berufen. 
Der Zusammenhang mit den von WEYL oft benutzten infinitesimalen 
Transformationen ist ersichtlich. 

§ 3. Um zu den Formeln für Multipletts zu gelang en stellen wir uns 
das Atom in der bekannten Weise vor. als aufgebaut aus einem .. �1�~�G�e�~� 

rüst" und einem .. �s�~�G�e�r�ü�s�t�"�.� Nur die Impulsmomentquantenzahl I des 
�I�~�G�e�r�ü�s�t�e�s� könne sich bei einem Strahlungsübergang ändern; die �I�m�p�u�l�s�~� 

momentquantenzahl s des �s�~�G�e�r�ü�s�t�e�s� aber nicht. Die zwei Gerüste 
seien schwach gekoppelt. Die Eigenfunktionen des �l�~�G�e�r�ü�s�t�e�s� seien wieder 
im Symbol Q21 zusammengefasst; diejenigen des s.·Gerüstes dagegen 
im Symbol: 

Wegen der Koppelung spaltet sich der l-s Zustand in eine Anzahl 
von Züstanden auf. deren Eigenfunktionen linear aus den �~�I� + m 1/ - m 

�~�"� + m' 1/' - m' aufgebaut sind. Für jeden Zustand gibt es 2 j + 1 solche 
Kombinationen; bei einer Raumdrehung sollen sie sich irreduzibel �t�r�a�n�s�~� 

formieren. Man sieht sofort. dass sie dargestellt werden durch die �K�o�e�f�f�i�~� 

zien ten von a j - m bj+m im invarianten Ausdruck: 

fPl. s.j = �(�~�1�]�'� - 1]e)l+s-j (- �b�~� + alJ)j+I-'(- be + aI]')j+s-t ) 

l+s ?: F ? II-s l �~� 
(4) 

Wegen der Invarianz von (4) werden sich diese Koëffizienten gen au 
in der verlangten Wei se transformieren; j ist die Quantenzahl des totalen 
Impulsmoments im betrachteten Zustand. 

Mittels der �B�e�z�e�i�c�h�n�u�n�g�~�n�:� 

p = �~�1�7�'� -1}e 

l+s-j=a. j + 1- s = (J. 

) 
�j�+�s�-�l�=�y�~� 

(5) 

können wir die �j �~ �Z�u�s�t�ä�n�d�e� also kurz folgendermassen zusammenfassen: 

fPtSj -- Pa",,! = pa Q ,; R"! (6) 

Wegen späterer Anwendung führen wir noch ein : 

0= (a* �~� + b* 1]) R = (a* �~�'� + b* 1)') (7) 
Es gilt : 

P (a* a + b* b) = (0 R - Q R) (8) 



956 

Bei der Bestimmung der Multiplettintensitäten handelt es sich darum 
die Matrixkomponenten der Polarisation zu bestimmen. dass hei sst eines 
Operators Q der sich wie ein Raumvektor transformiert und der nur 
"wirksam" ist bei Übergängen im I~Gerüst . Dass heisst : wenn Q auf die 
Eigenfunktionen (4) oder (6). wirkt. dürfen wir Q eben in der Form (3) 
bellutzen. 

Wir suchen jetzt die Matrixkomponenten: 

QI's' j'; I.) fJp"", Q"," R"'" Q P Q' Rr dr dr' (9) 

und bedienen uns dabei von den Formeln (2) und von: 

,(k"2s R2s dl' = (a* a + b* W' (10) 

,{dl' bedeutet Integration über die Koördinaten. die sich auf das s~Gerüst 

beziehen. Im Folgenden ersetzen wir einfach.f[ dr dr' durch J 
Im Prinzip muss das Resultat von (9) genau (2) analog sein; nur ist I 

hier durch j zu ersetzen und es treten andere Koeffizienten auf. Da wir 
überdies wissen. dass s' immer gleich s sein soli damit das rechte Glied 
von (9) nicht verschwindet. können wir schreiben (die Bedeutung des 
dritten Gliedes in jeder Gleichung wird später erläutert): 

a) QI,.j ; I.i= q:)O(a* a+b" Wj- I (a"A+b"B)(-bA+aB)=q:~(a"a+b.b)2j+ll 

b) QI' .•. j+I ;I.j-:;= q:~(a·a + b"b)2i(a·A + b"B)2 = C:~~(a"a + b·Wj+2 (11) 

c) QI' .•. j-I ;lsj= q:j-I (a*a + b"b)2j-2 (- bA + aB)2 = q;j-I (a"a + b"b)2j 

Betrachtet man die Ausdrücke womit A2. AB. B2 multipliziert erscheinen. 
so erhält man die Intensitäten der einzelnen ZEEMANkomponenten. Diese 
interessieren uns aber nicht mehr; für die Multipletts kommt es eb en auf 
die C an. Es empfehlt sich daher für A. B folgende Wahl zu treffen: 

A = a - b* B = b + a* (12) 

Die Gleichungen (11) vereinfachen sich dadurch zu was im dritten Gliede 
steht. Für j + 1 ~ j würde A = a. B = b; für j - 1 ~ j würde A = - b·. 
B = a* schon genügen. 

Zur Berechnung von (9) soli nun jeder der drei Fälle wieder in drei 
gespaltet werden. den verschiedenen Übergangsmöglichkeiten von I ent~ 
sprechend. 

Im Falie 1 ~ 1 hat man die folgenden Formeln zu benutzen (vgl. (3)) : 

Q=(Q ~ Q) ([a~ + b ~J+[- b* ~+ a"~J) ( 0; à~ 0; à~ 

Q P= (Q-Q)(R-R); f.l Q= (Q - Q) (a* a + b* b); QR= 0 

(13) 
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Die Rechnung verläuft jetzt folgendermassen: 

!!t.s,j';I,s,j= JP*'" Q"I" R""I'. P,,-IQi,-IR"I (Q-Q)(u[R-R]Q+,BP[u"u+,B*,B]) (14) 

r'.'J;<.'J =:1],.'0" R". (-a [oR + ORl+ pP [a' a + fi" PD p.-'o,' R' (15) 

Wegen der Drehungsinvarianz geben Q Rund Q R im Produkte 
rj (Q-Q) (R-R) aus (14) keinen Beitrag. Dassselbe gilt für den Term ,BOP. 

Q , , ,= j'P'''-1 Q"I'+I R""I+I . UP"-I Q,'+I R"I+I I, s , ) + I , I s) . 
Im Falie 1+ 1 ~ I hat man 

Q=(Q_Q)2 

QI+!. s,j' ; Isj =.f P",., Q"I" R""I' . p" Q I' R"I (Q - Q)2 . 

. . (16) 

. (17) 

Q , .-- 2' (P'O:+1 Q""+I R'"I- I P~ Q,3+1 Q- R"I I I+l.s,)+I;ls)- :J . . . (18) 

I j' 
I

n . .- P"" Q.,l+2 R":r P" .. Q,3+2 R"I ~& 1+1. s,)+I ; Is)- . . . . . (19) 

~ '_. ' J'P""+2 Q'l' Re:r-2 P" Qa Q-2 R"I (20) I~I+I..,) 1.ls) . . . 

Die Formeln für die nicht hingeschriebenen Uebergänge erhält man 
aus (16). (18). (19). (20) durch Vertauschung von Anfangs- und Endzustand. 
Zur expliziten Berechnung hat man noch die Werte der folgenden 
Integrale zu kennen: 

J
P*" Q*f3 K"I p:<-1 Q3 OR:r+ I= C (u+,B+r+ 1)!u!,B/(r+1)!(a*a+b*b)J'+:r+1(22) 

(,B+r+2)!(u+y)!(u+,B)! 

J
P'O: Q*,l R*"I pr.r.-2 Qf3 Q2 Rr+2=C (u+P+r+ 1 )!u!,B!(r+ 2)! ( * a+b* b)g+"I+2 (23) 

(,B+y+3)!(u+r)!(u+,B)! a 

Man leitet diese Formeln ab indem man z. B. (vgl. (8)) P(a*a+b*b) = 
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= OR - Qk und ' P* (a* a + b* b) = 0* R* - Q* R* einführt und davon 
Gebrauch macht dass: 

j'Q"q+tÖ"q-tQq+t' Qq-t' dr= Cdtt' (q2q

t 
)-1 ~ 

(' . . (24) J R"r-t Ïtr-t RrH' kr-t' dl' = Cc5,t' ( r
2r 

t )-1, 
was wieder eine Konsequenz ist aus 

j(Q* + re 0·)2q (Q + {Q)2q dl = C (1 + re f)2q (a* a + b* b)2q (25) 

ist. In der Tat erhält man durch Vergleich der Poten zen von {* und { 
links und rechts in (25) ({ und (* sind Skalare) sofort (24). Für das 
Integral in (21) erhält man mittels (24): 

(a* a + b* b)-2:J Q.j3 R"'Y (0* R* - Q* Ït)'" . Q" l(r (0 R - Q R)'" 

= C'~( a)2 (a + ,8)-1 (a + y)-I (a*a + b*b)fl+'Y 
s- o S s a-s 

= C (a!)2 ,8! y! (-1)'" ~ (-,8 - 1 \ (- y - 1) (a* a + b* b)'~+'Y. 
(a + ,8)! (a + y)! a - s} S 

/ 

Die Summe ist gleich (-,8--:y-2) =(-1)" (a+,8~y+l)undesfOI9t 
das Resultat von (21). 

Das Resultat von (22) erhält man z. B. indem man findet: 

.{p.", Q",. R*'Y P"'-I ((,8 + 1) 0 R + (r + 1) Q R) Q,3 R'Y = 

= (b* a~ -a* :b)jP·", Q",3 R"'Y P",-I Q~+I RHI = 0 

und diese Identität mit (21) kombiniert. 
Die Intensitätsformeln für Multipletts erhält man. indem man die 

Integrale (15). (16). (18). (19). (20) mittels (21). (22). (23) auswertet und 
das Resultat jeweils dividiert durch die Normierungsfaktoren von Anfangs
und Endzustand. welche sich aus (21) ergeben. 

Mit Ausnahme von (15) findet man als Resultat sofort Ausdrücke welche 
aus einfachen in den a.,8. y linearen Faktoren aufgebaut sind. Nur (15) 
erfordert eine kleine Rechnung und eben dieser Fall ist der einzige wo 
der Intensitätsausdruck nicht in lineare Faktoren zerlegt werden kann. 




